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e de la rotation et visibilité des modes . . . . . . . . . . . . . . . 231.2.7 Sur les mé
anismes d'ex
itation des modes . . . . . . . . . . . . . . . . 241.2.8 Relation empirique sur les étoiles de type solaire . . . . . . . . . . . . . 271.1 Un peu d'histoire...D'aussi loin que l'ar
héologie nous permet de remonter, l'espè
e humaine a observé le 
iel etles astres qui le 
omposent tentant de per
er le mystère de leur 
réation. Stonehenge dont l'axedu monument est aligné ave
 le Soleil au solsti
e d'été ou en
ore les multiples dieux dédiés auSoleil d'an
iennes Égypte en sont de bonnes illustrations. Mais bien souvent, 
e fut au traversd'un voile mysti
o-religieux que les hommes ont étudié les astres.Bien que 
ertains philosophes et lettrés purent formuler les lois de la physique ave
 desmoyens rudimentaires 1, 
e n'est qu'ave
 le développement des premiers instruments 
apables devoir au delà de 
e que l'oeil peut per
evoir que l'astronomie et les s
ien
es qui lui sont ratta
héesont pu e�a
er peu à peu le 
ara
tère sa
ré du 
iel. Ainsi, la lunette de Galilée (1564 - 1642)inventé en 1609, 
onstitue la révolution s
ienti�que sans laquelle nous ne pourrions prétendrefaire d'astérosismologie ni même d'astronomie.La variabilité de 
ertaines étoiles a été mise en éviden
e depuis presque aussi longtemps quel'invention du télés
ope. Mira (une étoile géante rouge), observé par David Fabri
ius (1564 -1617) à la �n du 16ème siè
le puis par Johannes Pho
ylides Holwarda (1618 - 1651) au début de
17ème fut ainsi la première étoile pour laquelle les variations lumineuses au 
ours du temps ontété établies de manière univoque. Mais il fallut attendre le développement de la photographie1. Citons par exemple les lois de Kepler, dé
oulant d'observations e�e
tuées par Ty
ho Brahé à l'aide d'astro-labes et de quadrants.



2 1. Introdu
tionà la �n du 19ème siè
le pour que des mesures quantitatives de luminosités de qualité puissentêtre e�e
tuées. A 
ette époque, des questions telles que les mé
anismes physiques en jeu dans lesétoiles étaient âprement dis
utées. Il fallut attendre les développements théoriques de la physiqueatomique au début du 20ème pour en�n 
omprendre d'où elles tirent leur énergie.Parallèlement, le nombre d'étoiles variables n'a 
essé de s'a

roitre et 
'est Arthur Eddington(1882 - 1944) qui le premier proposa au 
ourant des années 1930 une interprétation en terme depulsation stellaire. A la même époque, 
'est grâ
e à une 
lasse bien parti
ulière de pulsateurs, les
éphéides (nommés en référen
e à l'étoile prototype δ 
ephei), que l'une des avan
ées majeuresen astrophysique a été possible. Ces étoiles pulsent de manière périodique ave
 des variationsde magnitude pouvant aller jusqu'à plusieurs unités. Leavitt & Pi
kering (1912) ont établi unedépendan
e dire
te entre la période de pulsation et la luminosité de 
es étoiles. Or 
ette dé-pendan
e présuppose que 
ha
une de 
es étoiles a une masse et une température identique. Entant que telle, elles peuvent servir d'étalon 
osmique et ont ainsi permis de sonder l'espa
e àdes é
helles qui n'avaient jamais été possible d'atteindre jusque là. Par exemple, les nuages deMagellan que l'on pensait autrefois situés à l'intérieur de notre galaxie se sont révélés bien pluslointain. C'est en fait une galaxie satellite de la n�tre. Par delà 
ette 
onsidération sur l'universlo
al, Hubble (1889 - 1953) a pu grâ
e à 
es étalons stellaires mettre en éviden
e l'expansion del'univers, 
ontredisant ainsi la vision d'Einstein (1879 - 1955) d'un univers statique, obligeant 
edernier à abandonner la 
onstante 
osmologique introduite dans la relativité générale de manièread-ho
. Einstein quali�era 
ette 
onstante 
osmologique 
omme étant la plus grande erreur desa vie.Les pulsations stellaires ont don
 permis une révision radi
ale de la vision du monde en
osmologie. Mais revenons à des 
onsidérations plus terriennes : le Soleil. Attribuable à Leightonet al. (1962) et Evans & Mi
hard (1962) les mesures d'os
illations en surfa
e du Soleil sontplut�t tardives. L'interprétation de 
es os
illations de surfa
e en terme d'os
illation globale a étée�e
tuée de manière indépendante par Ulri
h (1970) et Leiba
her & Stein (1971) puis 
on�rméeexpérimentalement par Deubner et al. (1975). Cette dé
ouverte a permis pour la première foisde sonder l'intérieur même du Soleil. Tout l'art de l'héliosismologie 
onsiste alors à mesurer
es os
illations et d'en déduire (pro
essus d'inféren
e, aussi appelé inversion) sur la base de
onsidérations d'ordre physique la stru
ture interne du Soleil. En e�et, la vitesse moyenne duson dans la région pénétrée par un mode peut être déduite des fréquen
es du-dit mode. Ainsil'évaluation des propriétés d'un ensemble de modes traversant di�érentes régions du Soleil (plusparti
ulièrement grâ
e à la fréquen
e) permet par inversion héliosismique de re
onstruire lespro�ls de variations de la vitesse du son, de la température et de la pression au sein de l'étoile.Les 
onséquen
es de l'héliosismologie ne sont pas limitées à la 
ompréhension de la physiquestellaire. Cette s
ien
e a permis par exemple de mettre indire
tement en éviden
e l'os
illationdes neutrinos. Durant les années 1980, la stru
ture interne obtenue par inversion a montré quele 
oeur du Soleil, dont la température est 
ontr�lée par le taux de réa
tion nu
léaire, était bienplus 
haud que 
e que laissait supposer le �ux de neutrino mesuré de manière indépendante (dé-�
it de neutrino sur Terre en provenan
e du Soleil). Plusieurs expli
ations ont été produites pourexpliquer 
e désa

ord manifeste, dont l'hypothèse d'os
illation des neutrinos. Cette hypothèse
onsidère que les 3 saveurs existantes de neutrinos 2 peuvent s'inter
hanger par intera
tion (trèsfaible) ave
 la matière. Certains ont aussi suggéré des solutions plus exotiques tel que l'ajout denouvelles parti
ules de masse non nulle, interagissant peu ave
 la matière : les WIMPs (WeaklyIntera
ting Massive Parti
ules). Au 
ours des ans, la qualité des données et des modèles hélio-2. Les neutrinos ont été dé
ouvert en 1956 et les neutrinos 
osmiques mesurés qu'en 1987 par Koshiba suiteà l'explosion de la supernova SN1987A. Il fallu attendre 1998 pour que l'os
illation des neutrinos soit réellementétablit.



1.1. Un peu d'histoire... 3sismiques s'améliorant, le problème de dé�
it de neutrinos persistait. Ce ne fut qu'en 1998 que,pour la première fois les os
illations de neutrinos ont put être mises en éviden
e expérimentale-ment (expérien
e Super-Kamiokande au Japon). Le dé�
it de neutrinos solaires est maintenantimputé à un 
hangement de saveur des neutrinos au 
ours de leur trajet vers la terre.Ces dernières années, le nombre d'étoiles variables 
onnues s'est a

ru signi�
ativement grâ
eà des moyens te
hniques toujours plus performants et sensibles. Il est maintenant 
ertains quetoutes (ou presque) les étoiles pulsent et 
'est le r�le de l'astérosismologie de débusquer, iden-ti�er et interpréter les os
illations stellaires. Il ne fait au
un doute que les progrès futurs enastérosismologie permettront de bien mieux 
omprendre la stru
ture des intérieurs stellaires surl'ensemble du diagramme HR.De nos jours l'astérosismologie se développe sur tous les fronts. Du sol ave
 par exemple SONG(Stellar Observations Network Group) qui est le pendant stellaire de réseaux d'observationssolaires 
omme BISON (
réé dans les années 1980, BISON fut l'un des premiers du genre).SONG est en 
ours d'élaboration et vise à étendre un réseau de stations automatisées de par leglobe. Ce type de réseau permettrait d'observer une large gamme d'étoile par vélo
imétrie ave
pré
ision, sur de longues é
helles de temps et de manière 
ontinue. En orbite, ave
 par exempleMOST (Walker et al. 2003) ou CoRoT (Baglin et al. 2006), satellite du CNES dédié à la re
her
hed'exoplanète et à l'astérosismologie. Au delà, ave
 Kepler (Boru
ki et al. 2007) qui est le pendantde CoRoT à la NASA et dans le futur probablement PLATO (Catala et al. 2010).1.1.1 CoRoT, de ses prédé
esseurs et su

esseursNotre travail de thèse ayant essentiellement porté sur l'étude des étoiles CoRoT (Conve
tion,Rotation and Planetary Transits), une brève présentation du satellite s'impose. CoRoT est lapremière mission spatiale dont les obje
tifs avoués sont l'astéroseismologie et l'exoplanétologie.Contrairement à MOST (Mi
rovariability and Os
illations of Stars), qui est un mi
rosatellite(60kg) 
anadien dédié à l'astéroseismologie, CoRoT est une mission de plus grande envergure,d'une masse de 670 kg.Le satellite a été pla
é en orbite le 27 dé
embre 2006 a 896 km d'altitude sur une orbitepolaire pour une durée nominale de mission de 2.5 ans. Dans la voie astérosismologie, une dizained'objets de magnitude 6 a 9.5 sont étudiés simultanément grâ
e à 2 des 4 
ameras CCD 3. Lestemps d'observations doivent être les plus long possibles pour obtenir une résolution su�santedans le spe
tre de puissan
e. C'est pourquoi des 
y
les d'observations de 20 jours à 150 jours ontété dé�nis assurant une résolution spe
trale allant de 0.57 µHz à 0.08 µHz.Détaillons quelques 
ara
téristiques de l'instrument :Le téles
ope. Il est 
onstitué d'un système de miroirs de pupille d'entrée de 27 
m. Un ba�e
ylindrique permet d'éviter toute lumière parasite, notamment la lumière di�usée provenant dela Terre. Le bruit instrumental est don
 théoriquement limité à quelques photons/pixel/se
onde.Un obturateur permet de protéger le téles
ope avant et pendant le lan
ement. Le téles
ope pointeune région de d'environ 12◦ de rayon appelée les yeux des CoRoT, située à l'interse
tion du plangala
tique et de l'équateur 
éleste.Les 
ameras CCD. Elles sont essentiellement 
onstituées d'une matri
e de 2048×4095 pixels,et 
onçues pour fon
tionner dans le visible (de 370 nm à 950 nm). Leur température est mainte-nue à −40◦ C ave
 des variations n'ex
édant pas 0.015◦, pour limiter le bruit de fond aléatoire.3. Suite à un problème de DPU, survenue en Février 2009, le satellite ne dispose plus que de la moitié de 
esCCD.



4 1. Introdu
tionUn obje
tif de 1200 mm de fo
ale permet aussi de 
orriger les aberrations 
hromatiques et géomé-triques du téles
ope. Ces 
apteurs servent à la fois les obje
tifs Exoplanètes et Astérosismologie.Compte tenu des exigen
es de la partie exoplanètes, une partie des CCD reçoit un fais
eau de lu-mière après avoir traversé un prisme. Observer les di�érentes 
omposantes du spe
tre permet ene�et de distinguer les variations lumineuses induites par l'a
tivité stellaire de 
elles induites parun transit planétaire (l'a
tivité stellaire étant dépendante de la longueur d'onde, 
ontrairementau transit).La baie d'équipement. Elle 
ontient toute l'instrumentation et l'équipement né
essaires au
ontr�le de température, de télémétrie ou en
ore les unités de sto
kage des données. Les �u
-tuations de température pouvant 
hanger quelque peu les 
apa
ités de traitement des 
ir
uitséle
troniques, 
elle 
i est pré
isément régulée.Le logi
iel de bord. Il est indispensable pour maintenir tous les systèmes de CoRoT en bonétat de mar
he. Certaines tâ
hes de prétraitement des données lui sont aussi imputées.Alors que l'on n'espérait observer sismiquement qu'une 
entaine d'étoiles de magnitude 
om-prise entre 6 et 9.5, la mission a à 
e jour, mesurée les pulsations de milliers d'étoiles. En e�et,malgré de plus faibles magnitudes 
iblées (11 à 16) la voie dédiée aux exoplanètes s'est aussirévélée exploitable pour sonder les pulsations sur près d'un millier d'étoile 
omme par exemple,les géantes rouges (De Ridder et al. 2009; Hekker et al. 2009) et les étoiles 
haudes de type B(Degroote et al. 2009).Plusieurs étoiles de type solaire ont été observées et analysées. On 
itera par exemple,HD49933 (Appour
haux et al. 2008), HD181420 (Barban et al. 2009), HD49385 (Deheuvels et al.2010), HD175726 (Mosser et al. 2009b) et HD181906 (Gar
ía et al. 2009). Certaines de 
es étoilesont fait l'objet d'une ré-analyse dans le 
adre de notre thèse (
f. Chap.4) et suivi de publi
ations(Benomar 2008; Benomar et al. 2009a,b). En dehors du volet astérosismologie, CoRoT observeégalement les variations lumineuses induites par des transits planétaires. C'est ainsi plus de 50000étoiles qui ont été s
rutées pour y déte
ter d'éventuels 
ompagnons planétaires d'une taille pou-vant des
endre jusqu'à quelques rayons terrestres. Au total 
'est plus d'une douzaine de planètesqui a été mis au jour, dont la première planète de type super-terre historiquement dé
ouverte :CoRoT 7b (Léger et al. 2009).Au �nal, 
ette mission a été un véritable su

ès produisant des données de qualité et ennombre, permettant pour 
e qui 
on
erne l'astérosismologie, des analyses statistiques des 
om-portements stellaires sans pré
édent sur tout le diagramme HR. Elle a ainsi ouvert la voie à unenouvelle ère 
on
ernant la 
ompréhension des pro
essus physiques en jeu au sein des étoiles.CoRoT est toujours en servi
e puisque son fon
tionnement a été prolongé de 3 ans au delàde sa durée initialement prévue. Il a été rejoint par Kepler le 7 Mars 2009. Cette mission esten
ore plus ambitieuse que CoRoT puisqu'elle observera durant 3 années (durée nominale quisera très probablement prolongée) un 
hamp �xe du 
iel d'environ 12 degrés 
arré 
ontenant plusde 400 0000 étoiles (dont 100 000 observées durant 3 ans). Les premières analyses montrent un
omportement in
royablement ri
he et inattendu pour bon nombre de pulsateurs. C'est aussi undé� pour la 
ommunauté astérosismique 
ar l'é
hantillon d'étoiles est monstrueux et pose desdé�s quant à l'analyse d'une telle quantité de données. Malheureusement, pour des questions depolitique de publi
ation nous ne pourrons présenter pleinement les résultats que nous avons déjàobtenus grâ
e à Kepler. Cependant 
'est sans 
onteste que nous pouvons a�rmer que l'apportde 
ette mission sera majeure dans les pro
haines années.
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Figure 1.1 � Champs de vision de CoRoT (petits 
er
les). En été le satellite observe une zonepro
he de la 
onstellation de l'Aigle (à gau
he) tandis qu'en hiver il observe une zone voisine dela 
onstellation d'Orion (à droite).

Figure 1.2 � Champ de vision de Kepler. Cha
un des 
arrés représentent le 
hamp 
ouvert parl'un des 42 CCD.



6 1. Introdu
tion1.2 Eléments de physique stellaireCette se
tion vise à présenter une vue d'ensemble de 
e que sont les étoiles dans toute leurdiversité. Commençons par donner une dé�nition de 
e qu'est une étoile.1.2.1 Généralités sur la stru
ture interne et l'évolution stellaireEn première approximation une étoile peut être vue 
omme une boule de gaz ionisé maintenuà l'équilibre thermodynamique (à une é
helle de temps humaine) et hydrostatique grâ
e à l'a
tionet la réa
tion des for
es de gravité et de pressions, 
es dernières étant issues essentiellement desréa
tions de fusion au 
oeur. Cette dé�nition très générale in
lut une large variété d'étoiles allantde quelques fra
tions de masse solaire (masse très légèrement supérieures à ≃ 0.07M⊙, limitesupérieure des naines brunes) à une 
entaine de masse solaire (étoiles 
haudes de type spe
traleO). Tout autre 
orps entre soit dans la 
atégorie des planètes (. 13Mjov), des naines brunes 4 (
13Mjov .M . 0.07M⊙) ou des étoiles mortes (naines blan
hes, étoiles à neutron et éventuellestrou-noir).Tous 
es 
orps sont sus
eptibles de pulser et font l'objet de re
her
he. Notons que les planètesne font pas ex
eption puisque ré
emment des 
ampagnes de mesures au sol ont permis de mettreen éviden
e des os
illations globales de Jupiter (Gaulme et al. 2010).Diagramme de Hertzsprung-RussellLe diagramme de Hertzsprung-Russell (diagramme HR, Fig.1.3) aussi 
onnu sous le nom dediagramme 
ouleur-magnitude, représente la luminosité des étoiles en fon
tion de leur tempéra-ture. Des étoiles de masse et de séquen
e évolutive (âge) di�érentes dessinent un motif dans lediagramme HR permettant une visualisation aisée des di�érents types/
lasses d'étoiles. Plusieursse
tions peuvent être 
lairement distinguées. La plus 
ara
téristique d'entre elle est la barre dia-gonale partant des étoiles les plus froides et moins brillantes, aux étoiles les plus 
haudes etbrillantes. Toutes les étoiles de 
ette stru
ture font partie de la "séquen
e prin
ipale" phase du-rant laquelle elles brulent leur hydrogène au 
oeur. Les moins massives sont situées en bas àdroite tandis que les plus massives sont situées en haut à gau
he (plus 
haudes et lumineuses).Dans la partie droite supérieure du diagramme se trouvent les étoiles ayant quitté la séquen
eprin
ipale, plus agées et en phase géante. La partie froide et faiblement lumineuse du diagramme(en bas à gau
he) regroupe les astres "éteints" que sont les naines blan
hes.Au 
ours de leur évolution, les étoiles explorent di�érentes régions du diagramme HR. Initia-lement, un nuage de matière froide se 
ondense sous l'e�et de la for
e de gravitation et s'é
hau�e.De là nait au bout de quelques millions d'années une proto-étoile au 
entre du nuage et des 
orpsrésiduels. Lors de l'e�ondrement, le nuage de matière est en rotation. Du fait de la 
onservationdu moment 
inétique, une proto-étoile tourne relativement rapidement. Au 
ours de sa vie, larotation ralentit (perte de moment 
inétique par fri
tion et intera
tion gravitationnelle ave
 les
orps voisins). De l'é
hau�ement dû à la 
ontra
tion émerge un rayonnement qui s'a

entueraau 
ours du temps jusqu'à 
e que 
elle-
i amor
e 
es réa
tions de fusion (initialement via desréa
tions proton-proton -PP-) et a
quiert le statut d'étoile. Cette phase est appelée pré-séquen
eprin
ipale (pre main sequen
e) ou PMS et se termine par la ZAMS (zero age main sequen
e),terme asso
ié à l'instant à partir duquel l'étoile rejoint la séquen
e prin
ipale. Elle y restera laplus grande partie de sa vie, sa luminosité et sa température s'a

roissant très lentement (traversé4. La frontière entre naine brune et planète ou, entre naine brune et étoile n'est pas 
lairement déterminée. Ces
orps 
élestes sont supposés entretenir leur luminosité (
lasses spe
trales M, L, T, Y) de part la 
haleur internelors de leur 
réation, mais ne sont pas le siège de réa
tion nu
léaire majeures sur de longues é
helles de temps.



1.2. Eléments de physique stellaire 7du diagramme HR perpendi
ulairement à la diagonale formant la séquen
e prin
ipale : la tempé-rature de surfa
e dé
roit tandis que la luminosité augmente). Au bout d'une durée qui peut varierde quelques millions d'années (étoiles les plus massives) à plusieurs dizaines de milliards d'années(étoiles les moins massives), il n'y a plus d'hydrogène au 
oeur (en terme évolutif, 
et instantest appelé TAMS pour terminal age main sequen
e). Les étoiles les plus massives 
ommen
ent àbruler de l'hélium, puis de plus en plus rapidement tous les éléments lourds qu'il lui est permis debruler dans une série de 
y
le de fusion. Les étoiles les plus massives (i.e. M > 8M⊙) fusionnentdes éléments jusqu'à former les éléments du pi
 du fer. Les moins massives (i.e. M < 0.5M⊙)s'arrêtent à la fusion de l'hélium. Dans les étoiles de masse intermédiaire 
omme le Soleil, les
onditions de pression et de température ne permettent pas de produire d'éléments plus lourd quele 
arbone. Tous les éléments plus lourds que le fer sont produits lors de l'explosion des étoiles ouen phase 
alme dans les enveloppes des étoiles supergéantes de la bran
he asymptotique (AGB).Toutes 
es réa
tions se font essentiellement au travers de 3 types de réa
tions dont l'importan
erelative dépend de la phase évolutive et des 
onditions de pression et de température que l'étoilepeut atteindre (don
 de sa masse). On distingue ainsi les 
haînes de réa
tion PP, la réa
tion 3αet le 
y
le CNO. De l'hydrogène est aussi brulé par strate dans les 
ou
hes supérieures. Durant
ette phase l'étoile quitte don
 graduellement la séquen
e prin
ipale pour rejoindre le groupedes géantes. A l'arrêt de toutes les réa
tions nu
léaires, l'équilibre pression/gravité est dé�niti-vement rompu. L'étoile s'e�ondre sur elle même, à la re
her
he d'un nouvelle équilibre. Celui
i est garanti par la pression de dégénéres
en
e des éle
trons pour les naines blan
hes et par lapression de dégénéres
en
e des neutrons pour les étoiles à neutron. Pour les trous noir, il n'existepas de for
e pour 
ontre
arrer la gravité 
e qui aboutit à une singularité (toute la masse seraitvirtuellement 
on
entrée en un point de l'espa
e).Le Soleil et les étoiles de type solaire dans la séquen
e prin
ipaleLe Soleil en tant qu'étoile la mieux 
onnue est une ex
ellente référen
e pour 
omprendreles mé
anismes et 
ara
téristiques types au sein des étoiles de masse voisine dans la séquen
eprin
ipale. De plus, 
e sont justement les étoiles de type solaire sur lesquelles 
ette thèse s'estfo
alisée. Il n'est don
 pas inutile de dé
rire plus en détail le Soleil.Le Soleil est un plasma ovoïde (aplatissement très faible aux p�les dû à la rotation de tel sorteque l'hypothèse de sphéri
ité du plasma est valide) dont environ 74% de la masse est 
onstituéed'hydrogène et 24% d'hélium. Le résiduel (1.77%) est une mixture d'éléments 
himiques pluslourds, souvent appelésmétaux. Son rayon moyen est de 6, 955.108 m pour une masse de 1, 99.1030
kg et une densité moyenne de 1, 408.103 kg/m3, 
e qui est a peine plus que l'eau. Soulignons qu'ilest di�
ile de dé�nir de manière non ambigüe la surfa
e du Soleil 
ar 
e que nous appelons surfa
e
orrespond à la zone à partir de laquelle l'atmosphère devient transparente au rayonnement. Mais
ette donnée peut varier en fon
tion de la longueur d'onde d'observation.Sa stru
ture interne est 
onstituée d'un 
oeur dans lequel les réa
tions de fusion entre noyauxd'hydrogène produisent de l'hélium. Le 
oeur s'étend sur environ 20 à 25% de rayon solairepour une densité d'environ 150.103 kg/m3 et une température avoisinant les 15 millions deKelvin. Les zones les plus profondes du soleil (R < 0.7R⊙) transportent leur energie de manièreessentiellement radiative, 
omme illustré Fig.1.4. Ce n'est pas for
ement le 
as pour des étoileslégerement plus massives (≃ 1.1 − 1.3M⊙) : un 
oeur 
onve
tif peut apparaitre. L'absen
e de
onve
tion dans le 
ou
hes profondes solaires provoque une migration par sedimentation desélements 
himiques. Les abondan
es des di�érentes espè
es 
himiques se distribuent en fon
tionde la température, pression et densité et don
, du rayon de l'étoile. Dans la zone radiative solaire,les grandeurs physiques varient fortement. La température et la densité 
hutent respe
tivement
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Figure 1.3 � Diagramme HR sur lequel sont représentées 22000 étoiles du 
atalogue Hippar
oset 1000 autres du 
atalogue Gliese. Les étoiles les plus 
haudes et brillantes se situent en haut àgau
he du diagramme tandis que les plus froides et moins lumineuses se trouvent en bas à droite.Le Soleil est situé sur la séquen
e prin
ipale pour une température approximative de 5777 K etune luminosité de 1. Ce diagramme a été initialement produit par Powell (2009).
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Figure 1.4 � Evolution temporelle des étendues 
onve
tives (zones grisées) pour une étoile de1 masse solaire (haut) et pour une étoile de 3 masses solaires (bas), obtenue ave
 le 
ode d'évo-lution stéllaire CESAM. La séquen
e prin
ipale est délimitée par les lignes pointillées verti
ales(respe
tivement la ZAMS et la TAMS). Illustration tirée de Marques et al. (2008).jusqu'à 2 millions de Kelvin et 200 kg/m3.Les 
ou
hes les plus externes du Soleil transportent essentiellement la 
haleur grâ
e à desmouvements de 
onve
tion. Contrairement à la zone radiative, les di�érentes espè
es 
himiquessont 
ontinuellement brassées dans la zone 
onve
tive. Il en résulte une distribution d'espè
e trèshomogène, indépendante de la profondeur.Dans les zones les plus profondes du Soleil, on pense que la rotation est solide (indépendantede la latitude et du rayon). Ce
i est bien établi pour les étendues les plus externes de la zoneradiative. Par 
ontre au niveau du 
oeur, les in
ertitudes des mesures héliosismiques sont grandeset 
ette supposition est sujette à dis
ussion. Il est par 
ontre 
lairement établi que les 
ou
hessupérieures (dans la zone 
onve
tive) du Soleil passent d'une zone de rotation di�érentielle mar-quée en surfa
e, à une rotation solide à la base de la zone 
onve
tive. La région de transition,soupçonnée d'être la sour
e du 
hamp magnétique solaire est appelée la ta
ho
line.En moyenne la surfa
e du soleil est portée à 5777 Kelvin pour une densité de 2.10−4 kg/m3.
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Figure 1.5 � Les di�érentes é
helles 
onve
tives et stru
tures éruptives en surfa
e du Soleil.Image issue du 
ours de Tahar Amari.



1.2. Eléments de physique stellaire 11Phénomène τ (s) σ (m/s) pGranulation ≃ 100 ≃ 0.7 2Meso-granulation ≃ 2000 ≃ 0.3 2Super-granulation ≃ 104 ≃ 1.9 2Régions a
tives ≃ 106 ≃ 3.0 4Table 1.1 � Ordre de grandeurs des paramètres de pro�ls de Harvey pour les di�érentes stru
-tures à la surfa
e du Soleil (Aigrain et al. 2004).Le bruit de granulation et les régions a
tives de surfa
eA la surfa
e du Soleil, des phénomènes 
onve
tifs sont visibles (Fig.1.5) sous forme de gra-nules. Toutes les étoiles ayant une enveloppe supérieure 
onve
tive ont 
e type de stru
ture desurfa
e (M . 2.5M⊙). Un granule 
orrespond à une zone de remontée de plasma 
haud desprofondeurs vers la surfa
e. Autour de 
ette zone, le �ux de matière est des
endant, 
'est àdire qu'un �ux de matière froide pénètre dans les 
ou
hes les plus profondes de la surfa
e del'étoile. Par e�et de 
ontraste, les zones de surfa
e les plus 
haudes apparaissent brillantes etles plus froides sombres, 
e qui donne 
ette stru
ture en damier de la Fig.1.5. Il est di�
ile de
hi�rer la taille et la durée de vie des granules 
ar il existe tout un spe
tre quasi 
ontinue detailles de stru
tures 
onve
tives allant de quelques 
entaines de kilomètres (granulation) à une
inquantaine de mégamètres (supergranulation). Les temps de vie 
ara
téristiques asso
iées vontde quelques minutes à plusieurs dizaines d'heures. Au fur et à mesures que l'on s'enfon
e dans lasurfa
e de l'étoile, les stru
tures granulaires deviennent de plus en plus étendues. Les phénomènes
onve
tifs pré
édemment dé
rits se manifestent aussi dans les séries temporelles.Une autre sour
e de périodi
ité du signal photométrique solaire provient des régions a
tives.Les régions a
tives sont des zones de 
hamp magnétique intense. Selon le s
énario le plus pro-bable, un 
hamp intense émerge sous forme de bou
les des profondeurs (par un mé
anisme non
lairement élu
idé). En surfa
e, la matière est entrainée et 
on�née dans les bou
les (théorèmedu gel d'Alfven) : les mouvements de 
onve
tion sont inhibés par le 
hamp. En 
onséquen
e,les bases des bou
les 
orrespondent à des zones de plasma plus froid que le milieu environnant(jusqu'à 2000 Kelvin de moins) : 
e sont les ta
hes solaires/stellaires.Dans le spe
tre de puissan
e, les di�érents phénomènes de surfa
e sont assez bien reproduitspar une semi-lorentzienne généralisée,
P (ν) =

4σ2τ

1 + (2πντ)p
=

A

1 + (Bν)p
, (1.1)ave
 σ l'intensité du pro
essus, τ son temps de vie 
ara
téristique et p un paramètre dépendant dela nature du phénomène et de son degré de 
ohéren
e spatiale et temporelle. Cette des
riptionempirique a été utilisée initialement par Harvey (1985) pour dé
rire les spe
tres de puissan
esolaire ave
 p = 2. En fait, dans le 
as solaire on peut montrer qu'une des
ription de l'ensemble duspe
tre de puissan
e né
essite au moins 3 pro�ls de Harvey auxquels 
orrespondent les di�érentesé
helles 
ara
téristiques : granulation, meso/super-granulation, région a
tives. On a résumé Table1.1, les grandeurs 
ara
téristiques des pro�ls de Harvey généralisés, dans le 
as du Soleil.1.2.2 Equations et stru
ture interneLa stru
ture interne d'une étoile ne peut pas être observée par ondes éle
tromagnétiques à
ause de l'opa
ité du milieu. Cependant, en se basant sur des prin
ipes physiques, la stru
ture
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tioninterne peut être déduite. Traitant le gaz 
onstituant l'étoile 
omme un 
ontinuum, 
es propriétésphysiques lo
ales (densité ρ, pression P , vitesse v, ...) peuvent être dé�nies par des fon
tionsdu ve
teur position r et du temps t. L'hydrodynamique, la thermodynamique et la loi de Pois-son nous permettent d'établir 4 équations fondamentales (é
rites en Eulérien, dans une basesphérique) dé
rivant la dynamique du système "Etoile" :- la 
onservation de la masse,
∂ρ

∂t
+∇.(ρv) = 0. (1.2)- la 
onservation du mouvement,

ρ

(

∂

∂t
+ v.∇

)

v = −∇P + ρ∇Φ. (1.3)
Φ représente le potentiel gravitationnel, tel que g = −∇Φ.- la loi de Poisson liant 
hamp et matière. Appliqué à un 
hamp de gravité on a

∆Φ = 4πGρ (1.4)où G est la 
onstante de gravitation.- la 
onservation de l'énergie, déduite dire
tement de la thermodynamique,
ρT

(

∂

∂t
+ v.∇

)

S = ρǫ−∇.F . (1.5)
T , S, ǫ, F désignent respe
tivement la température, l'entropie, le taux de produ
tionmassique d'énergie et le �ux d'énergie. Pour une étoile de type solaire, la sour
e d'énergieest issue des réa
tions nu
léaires et le �ux dépend de la nature du transport de 
haleurdominant : 
ondu
tion, 
onve
tion ou radiation.Ces équations ne tiennent pas 
ompte des for
es éle
tromagnétiques et des e�ets de la rotation(for
e de Coriolis et d'entrainement du �uide). En les in
luant, on brise la symétrie sphérique 
equi rend bien plus 
omplexe les 
al
uls de modèles 
ar grâ
e à la symétrie sphérique la stru
tureinterne de l'étoile ne dépend que du rayon (modèle unidimensionnel). Leur prise en 
ompte se faitla plupart du temps a posteriori, sur la base d'un développement perturbatif. Sauf 
omportementsextrêmes (e�ets relativistes, vitesse de rotation pro
he de vitesse de libération, ...) 
es équationset suppositions permettent déjà d'obtenir une des
ription de la dynamique stellaire satisfaisantedans le 
as solaire et probablement pour une grande part des étoiles de type solaire. Le 
hap.1.2.6traitera de l'e�et de la rotation, 
elle 
i étant la plupart du temps la prin
ipale perturbation dela stru
ture interne d'équilibre d'une étoile.On fera remarquer que le système d'équation est en
ore in
omplet puisque nous avons 6variables pour 4 équations. Deux relations de fermeture doivent être introduites.La première porte sur la nature du �ux thermique. Par exemple dans les zones radiatives, le�ux 
onve
tif est nul et le milieu peut être supposé optiquement épais. L'absorption/ré-émissiondu rayonnement par le milieu n'est plus négligeable. De plus le transfert par 
ondu
tion est trèsmauvais dans un plasma non dégénéré (
'est le 
as dans les étoiles de la séquen
e prin
ipale).Dans 
es 
onditions le �ux radiatif total normalement issue de la 
on
urren
e entre la 
ondu
tion,la radiation et la 
onve
tion se fait ex
lusivement par radiation. Dans une zone radiative la loide Fourier nous permet d'é
rire,

F ≡ FRAD = −λRAD∇T = − 4ac

3κρ
T 3∇T. (1.6)
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i, a, c et κ sont respe
tivement la 
onstante de densité de radiation, la vitesse de la lumière etl'opa
ité. Bien qu'il soit très di�
ile d'établir un 
omportement moyen de l'opa
ité (de Rosse-land), 
elle 
i diminue en générale lorsque la température 
roit selon une loi de puissan
e,
κR = κ0ρ

αT β. (1.7)Dans les intérieurs stellaires, le milieu est 
omplètement ionisé. Dans 
e 
as, 
ette loi est appeléeloi de Kramers, pour laquelle α = 1, β = −7/2, κ0 dépend de la nature de l'élément 
himique.Cette tendan
e est importante 
ar elle amortit les e�ets de perturbations dans le �ux d'énergie.Ainsi, si par exemple, la température d'une enveloppe de gaz de 
omposition 
himique données'a

roit, son opa
ité va dé
roitre et moins d'énergie sera déposée par radiation sur 
ette enve-loppe, 
e qui par réa
tion rabaisse la température. Il peut toutefois exister des espè
es 
himiqueset des régimes d'ionisation pour lesquelles la dépendan
e température/opa
ité n'aboutit pas à
ette auto-régulation du �ux déposé, mais à son augmentation.On peut trouver une des
ription plus formelle de la notion d'opa
ité dans Cox (1984). Engénéral, l'opa
ité est fournie par des tables que l'on interpole en fon
tion de la 
omposition
himique (abondan
e en hydrogène X, en Hélium Y et en métaux Z), de la densité et de latempérature du plasma. Peu d'équipes sont 
apables de 
al
uler 
es tables de par la 
omplexitédes 
al
uls en oeuvre. On 
itera par exemple les travaux de Rogers & Iglesias (1996) et deBadnell et al. (2005) (Opa
ity Proje
t) donnant les opa
ités des prin
ipaux éléments 
himiquespour des températures supérieures à 6000 Kelvin. Ou en
ore Alexander & Ferguson (1994) etplus ré
ement, Ferguson et al. (2005) pour les températures inférieures.Le transport d'énergie par phénomène 
onve
tif est bien moins 
ompris. Il n'existe pas àproprement parler de théorie satisfaisante du transport par 
onve
tion et 
es mé
anismes intrin-sèques 
onstituent un problème d'a
tualité dans tous les domaines de la physique des milieux
ontinus. Ajoutons que la modélisation d'une étoile se fait à une dimension dans la très grandemajorité des 
as 
ar les 
al
uls sont longs ; or il est dans 
e 
as di�
ile de dé
rire la 
onve
tionque l'on observe pourtant fort bien à la surfa
e du Soleil. Bien que divers formalismes pourtraiter la 
onve
tion existent, on en 
itera deux qui sont régulièrement usités lors de la mo-délisation de la stru
ture interne d'une étoile : la théorie du mélange (MLT) et la théorie deCanuto-Goldman-Mazzitelli (CGM).MLT. La théorie de la longueur de mélange est l'une des plus vielles des
ription phénoméno-logique du transport 
onve
tif. Elle suppose que les mélanges ne se font qu'à une seule é
helle
onve
tive l, 
orrespondant à la taille 
ara
téristique des 
ellules 
onve
tives. Elle est expriméeen fon
tion de la hauteur de pression Hp = − P
ρg , P étant la pression totale du �uide ( pres-sions thermique, radiative et turbulente) : l = αHp (Böhm-Vitense 1958). Typiquement, dansun modèle solaire, αMLT ≈ 1.7.CGM. Ce formalisme est plus 
omplet que la théorie de la longueur de mélange puisqu'il
onsidère toute une gamme d'é
helles turbulentes (Canuto et al. 1996). Typiquement, dans unmodèle solaire αCGM ≈ 0.7.La se
onde relation de fermeture est donnée par l'équation d'état. Elle établit une relation entrepression, densité et température du gaz pour une mixture 
himique donnée. C'est une manièreformelle de dé
rire la dépendan
e entre les variables d'états thermodynamiques indépendammentdu temps. Par exemple, un gaz peut être détendu et 
omprimé plusieurs fois de suite, sans qu'ilen garde mémoire. Il n'est pas né
essaire d'avoir l'historique des états passés pour en déduire
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tionl'état présent (e�et de mémoire faible). Une équation d'état 
ommune est l'équation d'état d'ungaz parfait : PV = nRT .Plusieurs équations d'état sont utilisées dans la 
ommunauté astérosismologique lorsqu'ils'agit d'e�e
tuer des modélisations numériques stellaires. La plupart du temps, le 
al
ul utilisedes quantités numériques tabulées. Nous ne dé
rirons i
i que deux équations d'états : MHD(initiales des 3 auteurs qui en sont à l'origine) et OPAL.MHD. Cette des
ription a été développée par Mihalas et al. (1988), Hummer & Mihalas (1988)et Daeppen et al. (1988) dans le 
adre de l'Opa
ity Proje
t. Cette appro
he prend en 
ompte lesatomes et les ions du plasma d'un point de vue 
himique. Le phénomène d'ionisation y est don
vu 
omme une simple réa
tion 
himique.OPAL. L'équation d'état OPAL a été développée plus ré
emment par Rogers & Iglesias (1996)et s'est imposée 
omme un standard. En e�et, les données sismiques solaires sont mieux repro-duites ave
 OPAL qu'ave
 MHD. L'équation est dé�nie via une appro
he de physique statistique(ensemble grand 
anonique) dans laquelle éle
trons et noyaux atomiques sont les 
onstituantsdu plasma. Les populations des di�érentes espè
es et leur état sont don
 entièrement déterminéspar le modèle statistique utilisé.1.2.3 Pulsations stellaires et bestiaire d'ondesLes équations pré
édentes dé
rivent la stru
ture interne d'une étoile à l'équilibre. Les ob-servations montrant 
lairement le 
ara
tère os
illant des étoiles. Pour exprimer 
es os
illations,l'appro
he 
lassique 
onsiste à e�e
tuer quelques hypothèses simpli�
atri
es :- les os
illations sont de faible amplitude au regard des dimensions de l'astre. Cette hypothèseest pleinement justi�ée dans les étoiles de type solaire 
ar les os
illations sont de quelques
entaines de mètres, soit de quelques fra
tions à peine du rayon de l'étoile (rapport δR/R).On peut alors utiliser un développement perturbatif sur les équations de l'état d'équilibrestatique et les linéariser. Pour 
haque variable X on e�e
tue le 
hangement de variable,
X = X0 + δX. (1.8)- on suppose les os
illations adiabatiques. Cette hypothèse est valide dans les zones radia-tives mais ne l'est plus dans les zones 
onve
tives. Grâ
e à 
ette hypothèse, l'équation de
onservation de l'énergie est simpli�ée
1

p

dp

dt
= Γ1

1

ρ

dρ

dt
, (1.9)ave
 Γ1 l'exposant adiabatique dé�ni par : Γ1 =

dln p
dρ |entropie=cte.- on supposera aussi l'étoile sphérique. Tout e�et perturbatif qui briserait la symétrie (ro-tation, 
hamp magnétique, ...) est don
 négligé. La symétrie sphérique implique une indé-pendan
e à la 
olatitude θ et à la longitude ϕ : X0(r, t) = X0(r, t).- l'équilibre est stationnaire : X0(r, t) = X0(r) et dX0
dt = 0. Cela vaut aussi pour la 
ompo-sition 
himique de l'étoile.Ces hypothèses nous permettent d'obtenir un nouveau système d'équations pour les variables

δp, δr, δΦ. L'indépendan
e entre variables spatiales et temporelle (équilibre stationnaire) nouspermet d'a�rmer que toute quantité de la forme δX(r, t) = δX(r)e−iωt est solution du système.En�n on peut aussi montrer qu'il y a séparation des variables d'espa
e dans la base (er,eθ,eϕ).



1.2. Eléments de physique stellaire 15Ainsi δp, δΦ et la 
omposante radiale de dépla
ement δξr tel que 5 δr = δξrer + δξ⊥ = δξrer +
δξθeθ + δξϕeϕ sont des fon
tions propres de l'opérateur dé�nis par les harmoniques sphériques
Y m
l ,

Y m
l (θ, ϕ) = (−1)mclmPm

l cosθeimϕ, (1.10)où Pm
l est la famille des polyn�mes de Legendre et clm des 
onstantes de normalisation 
hoisiestelles que l'intégrale de |Y m

l |2 sur la sphère unité soit égale à un. La valeur propre asso
iée étant
l(l + 1), on a,

∆⊥Y
m
l = Y m

l (θ, ϕ)
l(l + 1)

r2
. (1.11)Au �nal les solutions du système d'équations perturbées δX (pour δX = {δξr, δp, δΦ}) s'é
rivent

δX(r, θ, ϕ) = Xαlm(r)Y m
l (θ, ϕ)eiωαlmt, (1.12)où ωαlm = 2πναlm est la pulsation des modes, 
ha
un d'eux étant 
ara
térisé par le triptyque

(α, l,m). α est un s
alaire 
ara
térisant les solutions selon le rayon. l et m, les solutions latitu-dinales et longitudinales.Le système est linéaire et la solution générale est une 
ombinaison linéaire de l'Eq.1.12,
δXtot(r, θ, ϕ) =

+∞
∑

l=0

m=+l
∑

m=−l

Xαlm(r)Y m
l (θ, ϕ)eiωαlmt (1.13)En�n, la 
omposante perpendi
ulaire de l'équation de quantité de mouvement s'é
rit 6

ρ0
∂2ξ⊥
∂t2

= −∇⊥δp + ρ0∇⊥δΦ, (1.14)
e qui nous permet d'exprimer le dépla
ement perpendi
ulaire ξ⊥.Au �nal on peut formuler une expression du dépla
ement total,
δr =











ξr(r)Y
m
l (θ, ϕ)er

ξ⊥(r)
∂Y m

l (θ,ϕ)
∂θ eiωαlmt eθ

ξ⊥(r)
1

sinθ
∂Y m

l (θ,ϕ)
∂ϕ eiωαlmt eϕ











(1.15)La séparation des variables d'espa
e et de temps permet de résoudre le système de 4 équations(Eq.1.2 à 1.5) et d'en déduire 3 équations di�érentielles en r (les dépendan
es temporelles, lon-gitudinale et latitudinale se simpli�ant), permettant de déterminer le dépla
ement radial ξr(r),la pression p(r) et le potentiel gravitationnel Φ(r) de l'étoile. La perturbation du dépla
ementperpendi
ulaire ξ⊥(r) et de la densité peut alors être déduite des Eq.1.2 et 1.9. Le problème étantlinéaire, les solutions sont don
 
onnues à une 
onstante près et pour satisfaire les 
onditions auxlimites (au 
oeur et en surfa
e) il nous faut ajuster ω. On se ramène alors à un problème auxvaleurs propres dont les solutions ne seront non nulles que pour un ensemble dis
ret de pulsation
ωn,l,m, 
ara
térisée par un ordre radial n dis
ret en rempla
ement de α.5. Nous sommes en 
oordonnées sphériques. Dans 
e 
as la 
omposante perpendi
ulaire à er du Lapla
iens'é
rit, ∆⊥f = 1

r2sinθ
∂
∂θ

(sinθ ∂f

∂θ
) + 1

r2sin2θ

∂2f

∂ϕ2 .6. ∇⊥f = 1
rsinθ

∂f
∂θ

eθ +
1

rsinθ
∂f
∂ϕ

eϕ
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tion1.2.4 Propriétés des os
illations : approximation de CowlingUne résolution numérique du système d'équations présenté pré
édemment (Eq.1.2 à 1.5)peut être e�e
tuée pour obtenir une modélisation de la stru
ture interne. Une détermination desfréquen
es d'os
illations relativement bonne peut alors en être déduite en supposant entre autrela sphéri
ité de l'étoile et l'adiaba
ité des os
illations.Cependant, pour 
omprendre de manière plus globale les propriétés des modes de pulsationsstellaires, des résolutions analytiques moyennant des hypothèse fortes su�sent. Pour 
ela nousallons e�e
tuer l'approximation de Cowling (Cowling 1941) qui 
onsiste à négliger la perturbationdu potentiel gravitationnel. Cette approximation est valide pour les modes de haut ordre n oupour les modes de haut degré l. Les mesures que nous avons a
tuellement à partir des satellitesCoRoT et Kepler sont du type photométrique non résolues. Les modes observés ne sont don
pas de haut degré. Cependant, dans les étoiles de type solaire de la séquen
e prin
ipale, l'ordreradial est su�samment élevé pour que l'approximation soit valide (n >> l).En négligeant δΦ, on obtient deux équations di�érentielles qui peuvent être 
ombinées en uneseule en dé�nissant ψ(r) = c2ρ
1/2
0 ∇.r (Deubner & Gough 1984),

d2ψ(r)

dr2
+K(r)ψ(r) = 0, (1.16)On re
onnait l'équation générale d'une onde, ave
,

K(r) =
1

c2

[

S2
l (
N2

ω2
− 1) + ω2 − ω2

ac

] (1.17)
K(r) =

ω2

c2

(

1− ω2
+

ω2

)(

1− ω2
−
ω2

) (1.18)Le milieu étant supposé adiabatique on a l'approximation,
ψ(r) =

c2ρ
1/2
0

Γ1,0

(

p1
p0
− ρ0g0

p0
ξr

) (1.19)Détaillons les termes de l'équation :- g0 est la gravité à l'équilibre hydrostatique,
g0 = −ρ0

dp0
dr

. (1.20)- Γ1,0 représente l'exposant adiabatique à l'équilibre- c est la vitesse du son adiabatique dé�nie par
c2 =

Γ1,0p0
ρ0

. (1.21)- N est la fréquen
e de Brunt-Vaisala,
N2 = g0

(

1

Γ1,0

d ln p0
dr

− d ln ρ0
dr

)

= −g0
(

g0
c2
− 1

ρ0

dρ0
dr

)

. (1.22)C'est la fréquen
e à laquelle une "bulle" de gaz os
ille verti
alement autour d'une positiond'equilibre, dans une atmosphère stable vis à vis des mouvements verti
aux.
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orrespond à la fréquen
e de Lamb,
S2
l =

l(l + 1)c2

r2
(1.23)- ωac la fréquen
e de 
oupure a

oustique,

ωac =
c2

4H2

(

1− 2
dH

dr

)

; (1.24)
H = −d lnρ0

dr désigne l'e
helle 
ara
téristique de hauteur pour la densité.- ω−, ω+ sont dé�nies à partir des fréquen
es pré
édentes par :
ω2
± =

1

2

(

S2
l + ω2

ac

)

±
[

1

4

(

S2
l + ω2

ac

)2 −N2S2
l

] (1.25)Le 
omportement des modes est déterminé par les variations ave
 r des fréquen
es 
ara
téris-tiquesN , Sl, ωac et ω±. Les Fig.1.6 et Fig.1.7 sont des diagrammes de propagation permettant unevisualisation du 
omportement de 
es fréquen
es 
ara
téristiques en fon
tion de quelques modespour un modèle solaire standard. On y distingue les zones de piégeage d'onde dans l'étoile. Labase de la zone 
onve
tive solaire est située à environ r/R⊙ = 0.7. N prend une valeur imaginairequasi-nulle dans les zones 
onve
tives, mais devient positif dans les zones radiatives. En 
onsé-quen
e après un pro
essus d'inversion ou d'inféren
e, 
'est un bon indi
ateur de la position destransitions entre zones radiatives et 
onve
tives au sein d'une étoile. Sl une fon
tion dé
roissantedu 
oeur jusqu'à la surfa
e. ωac devient signi�
ative uniquement pro
he de la surfa
e de l'étoile(grandeur non représentée).Le 
omportement lo
al de ψ(r) dépend du signe de K(r).a. Si K(r) est positif, ψ(r) est une fon
tion lo
alement os
illante. Cette 
ondition est rempliesi,i. ω2 > ω2
− et ω2 > ω2

+ ou,ii. ω2 < ω2
− et ω2 < ω2

+b. Si K(r) est négatif alors les solutions sont des exponentielles 
roissantes ou dé
roissantes.Ce
i se produit tant que les 
onditions du point (a) ne sont pas véri�ées.En 
on
lusion, pour un mode propre donné, il existe un domaine dans lequel la solution estos
illante. Les points (i) et (ii) 
orrespondent respe
tivement à des solutions pour lesquelles lesmodes se 
omportent 
omme desmodes p (à haute fréquen
e) et à des solutions pour lesquelles lesmodes se 
omportent 
omme des modes g (à basse fréquen
e). Dans les deux 
as, for
e de pressionet de gravité agissent. Mais à su�samment haut ordre radial, le 
omportement asymptotique nousamènera à pouvoir négliger l'une ou l'autre des for
es.1.2.5 Modes p, modes g et modes mixtesLes modes p et modes g sont les deux prin
ipales familles de modes. On parle de mode plorsque la fréquen
e d'os
illation est très supérieure à la fréquen
e de Brunt-Vaisala : ωn,l,m >>
N . Dans 
e 
as, K(r) est approximable par,

K(r) ≃ (ω2 − S2
l − ω2

ac)/c
2. (1.26)La dynamique des modes est alors dominée par la variation de la vitesse du son en fon
tion de r :on parle de modes a
oustiques. La for
e de rappel étant dominée par la pression leur vaut aussil'appellation de modes p.
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Figure 1.6 � Fréquen
e 
ara
téristiques ν+ = ω+/2π (ligne pleine) ν− = ω−/2π (ligne enpointillés) pour un modèle solaire dans un diagramme de propagation. Les 
hi�res en vis à desvis des 
ourbes indiquent l'ordre l du mode. La �gure de droite est un grossissement au voisinagede la surfa
e du Soleil. Diagramme tiré de Christensen-Dalsgaard (1997).

Figure 1.7 � Fréquen
e de Brunt-Vaisala (ligne pleine) et de Lamb (pointillés indéxé par l). Lesmodes g sont 
on�nés dans la zone radiative solaire (le trait plein indexé "g" indique la 
avité d'unmode de fréquen
e 100 µHz) tandis que les modes p se propagent à di�érentes profondeurs (letrait plein indexé "p" indique la 
avité d'un mode l = 20 à une fréquen
e de 2000 µHz. Certainsmodes de plus bas degré peuvent avoir des propriétés mixtes. Dans le diagramme présenté, 
'estpar exemple le 
as des modes l = 1 qui, pour une fréquen
e 
omprise entre 100 µHz et 400 µHz etpour 0.3 . R . 0.7 se 
omporte 
omme un mode g, et 
omme un mode p ailleurs. En 
omparant
ette �gure ave
 la pré
édente, on remarquera que ω+ ≃ Sl et que ω− ≃ N . Diagramme tiré deChristensen-Dalsgaard (1997).



1.2. Eléments de physique stellaire 19La présen
e d'un gradient de température tout le long du rayon de l'étoile induit une réfra
tion
ontinue des modes. On peut montrer que le point d'in�exion de l'onde est fon
tion de son degré,de sa pulsation et de la vitesse du son lo
al,
r2t =

l(l + 1)c2(rt)

ω2
. (1.27)Tassoul (1980) a montré qu'en première approximation, la fréquen
e de pulsation de 
esmodes est une fon
tion linéaire de n et l,

ν(n, l) = (n+ α+
l

2
)∆ν −A l(l + 1) + δ

n+ l/2 + α
(1.28)

= (n+ ǫ+
l

2
)∆ν − l(l + 1)D0. (1.29)Dans 
ette relation, α ou ǫ sont des termes sensibles aux propriétés de surfa
e de l'étoile. ∆ν estappellé grande séparation, dé�nie 
omme l'inverse du temps de trajet d'une onde a

oustique,partant de la surfa
e, passant par le 
oeur, puis retournant en surfa
e,

∆ν−1 = 2

∫ R

0

dr

c(r)
. (1.30)Cette grandeur est très sensible aux régions où la vitesse du son est faible, 
'est à dire essentielle-ment en surfa
e. A est une grandeur sensible à l'intérieur stellaire. Elle fait intervenir la dérivéede la vitesse du son et sa valeur en surfa
e,

A =
1

4π2

[

c(R⊙)
R⊙

−
∫ R⊙

0

dc

dr

dr

r

]

. (1.31)En�n, δ est une grandeur sensible aux propriétés internes à l'équilibre. Il est plus 
ommun dansla pratique d'utiliser la formulation de l'Eq.1.29 plut�t que 
elle de l'Eq.1.28. La loi asymptotiquepermet de mettre en éviden
e la distribution régulière des modes p dans le spe
tre de puissan
e.Elle montre aussi que les modes de même parité (l = 0 et l = 2 par exemple) se regroupent parpaires approximativement équidistantes dont la distan
e moyenne est obtenue par di�éren
e. Ona par exemple,
δν

(0)
01 (n) =

ν(n, 0) + ν(n+ 1, 0)

2
− ν(n, 1) = 2D0 (1.32)

δν
(1)
01 (n) = −ν(n, 1) + ν(n+ 1, 1)

2
+ ν(n+ 1, 0) = 2D0 (1.33)

δν02(n) = ν(n+ 1, 0)− ν(n+ 1, 2) = 6D0 (1.34)
δν03(n) = ν(n+ 1, 1)− ν(n, 3) = 10D0 (1.35)La relation de proportionnalité entre n et ν implique que le point tournant est une fon
tion durapport l/n. Les modes de bas degré se propagent en profondeur dans l'étoile tandis que lesmodes de plus haut degré restent 
on�nés en surfa
e.Pour les modes g, les points tournants sont déterminés par la 
ondition ω = N . Commemontré Fig.1.12, dans le 
as solaire, 
ette 
ondition impose qu'il y ait deux points tournants,l'un au voisinage du 
oeur, l'autre un peu en dessous de la base de la zone 
onve
tive. Pour 
esmodes, à relativement haute fréquen
e, on a ω2 << S2

l . Dans 
es 
onditions, K(r) peut êtreapproximé par,
K(r) ≃ (N2 − ω2)l(l + 1)

r2ω2
. (1.36)
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Figure 1.8 � Image montrant la répartition quasi-régulière des modes dans le spe
tre de puis-san
e. I
i 
e sont des observations en vitesse faite par l'instrument GOLF à bord de SoHo. Ony voit les grandes séparation pour le l = 0 (∆ν0) et pour le l = 1 (∆ν1). Les petites séparationsentre le l = 2 et le l = 0 (δν0) et aussi entre le l = 3 et le l = 1 (δν1) sont aussi visibles. Figuretirée de Aerts et al. (2010).Cette fois 
i, la dynamique des modes est dominée par les variations de N selon r. Ils sont stablesdans les régions radiatives d'une étoile, évanes
ents dans les zones 
onve
tives. Tout 
omme pourles modes p, il existe une relation asymptotique dé
rivant leurs répartition approximative enpériode (i.e. dans le temps et non plus en fréquen
e),
Π(n, l) =

Π0
√

(l(l + 1))
(n + ǫ) (1.37)

Π0 est une fon
tion de la fréquen
e de Brunt-Vaisala,
Π−1

0 =
1

2π2

∫

cavité

N

r
dr. (1.38)L'intégrale est 
al
ulée dans la 
avité dans laquelle les modes g se propagent. Les modes g sonttrès sensibles aux propriétés au 
oeur d'une étoile de type solaire. Même s'ils sont profondé-ment amortis une fois arrivés en surfa
e, on a longtemps pensé que les durées d'observationextrêmement longues de SoHo 
ombinées ave
 son extrême sensibilité permettraient de les dé-busquer. Malgré leur re
her
he a
tive souvent pon
tuée de fausse alertes, ils n'ont pu être misen éviden
e de manière non ambigüe 7. Ce n'est pas le 
as pour d'autres types d'étoiles. Dansles naines blan
hes par exemple, leur analyse a permis de mesurer la strati�
ation de leur atmo-sphère, mettant en éviden
e un 
oeur de 
arbone-oxygène et des 
ou
hes super�
ielles d'héliumet d'hydrogène (Aerts et al. 2010).D'une manière générale, la présen
e de dis
ontinuités (le passage d'une zone 
onve
tive à unezone radiative en est une) provoque des os
illations des fréquen
es autour des valeurs préditespar les lois asymptotiques des modes p et g. Ces os
illations de fréquen
e portent la signature dela nature de la dis
ontinuité qu'il est intéressant d'extraire pour 
omprendre la stru
ture internede l'étoile (Monteiro et al. 1994).7. Il est possible qu'ils aient été déte
té tout ré
emment par Gar
ia et al. (2010)
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Figure 1.9 � Spe
tre de puissan
e du Soleil (haut) vue par VIRGO (SoHo) et d'une étoile deCoRoT HD49933 (bas). Dans les deux 
as, la signature des modes et du bruit est 
lairementvisible. On distingue aussi le motif régulier des modes, alternativement l = 0− 2 et l = 1− 3.
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Figure 1.10 � Quelques exemples de modes de pulsation en fon
tion de m et l pour des modesde bas degré en haut, et de relativement plus haut degré en bas. Tirée de Tarrant (2010).

Figure 1.11 � Quelques exemples de modes de pulsation en fon
tion de m pour l = 6. Cetreprésentation montre que l représente le nombre de lignes nodales et m le nombre de lignesnodales 
oupant l'équateur.
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Figure 1.12 � Représentation s
hématique de la propagation d'ondes dans le Soleil pour lesmodes p se propageant dans tout l'intérieur stellaire (a) et les modes g, 
on�nés dans la zoneradiative (b). Tiré de Christensen-Dalsgaard (1997).Les modes mixtes ont la parti
ularité de se 
omporter 
omme des modes p dans 
ertainesrégions de l'étoile et 
omme des modes g dans d'autres parties. Ils se manifestent essentiellementdans les étoiles évoluées ou en �n de séquen
e prin
ipale. Ils a�e
tent essentiellement le l = 1et dans une moindre mesure les degrés supérieurs 
ar l'intensité du 
ouplage entre la 
avitép et la 
avité g dépend de la distan
e les séparant. Or plus le degré d'un mode p est élevé,plus 
elui-
i est 
on�né en surfa
e tandis que la zone de propagation d'un mode g est di
téepar l'étendue de la zone radiative dans laquelle il est 
on�né. Si CoRoT a débusqué quelquesétoiles porteuses de quelques modes mixtes, plus de la moitié des étoiles Kepler analysées enmontrent. Les modes mixtes augmentent en nombre au fur et à mesure que l'étoile évolue. La loiasymptotique devient de moins en moins valide. La stru
ture interne de l'étoile évolue vite dansle temps. En 
onséquen
e les propriétés des modes mixtes 
hangent rapidement et permettentd'obtenir des 
ontraintes très fortes sur l'age de l'étoile.1.2.6 In�uen
e de la rotation et visibilité des modesJusque là, nous avons négligé l'in�uen
e de toute perturbation brisant la symétrie sphérique.Pour les étoiles de type solaire, le 
hamp magnétique n'a pas d'impa
t signi�
atif 
ontrairementà la rotation (Unno et al. 1989). Notons toutefois que des étoiles roAp semblent avoir un 
hampmagnétique su�samment intense pour que 
elui 
i ait une in�uen
e plus importante que larotation. Bien des astres ont des vitesses de rotations rapides, voire très rapides 
omparé ausoleil.Lorsque la symétrie sphérique est préservée, les fréquen
es propres des modes sont indépen-dantes de m : n et l su�sent à intégralement dé
rire la distribution modale. Une brisure desymétrie a pour e�et de lever la dégénéres
en
e des fréquen
es propres selon m. Pour 
haqueordre radial de degré l, il existe alors (2l + 1) modes de degrés m tel que −l < m < +l.Physiquement, tenir 
ompte de la rotation revient à tenir 
ompte de la for
e de Coriolis etde la for
e 
entrifuge. Pour un rotateur lent en rotation solide, on peut montrer qu'au premierordre (approximation de Ledoux) la nouvelle fréquen
e est fon
tion de la fréquen
e sans rotationet d'un terme perturbatif (appelé splitting rotationnel) fon
tion de la fréquen
e de rotation Ω,
ν(n, l,m) = ν(n, l) +mΩ(1− Cnl). (1.39)Dans le 
as du soleil (rotation lente d'environ 28 jours), Cnl est très faible ( ≤ 10−2) si bien quela distan
e entre deux ordres azimutaux m et m± 1 est très pro
he de la fréquen
e de rotation
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tionstellaire : la rotation est dominée par la for
e de Coriolis. Notons toutefois que le Soleil n'estqu'une étoile parmi d'autres : il est possible d'avoir des étoiles de type solaire dont la période derotation se 
hi�re en quelques jours voire quelques heures. En 
onséquen
e, les multiplets m 6= 0des modes (n, l) peuvent par exemple être asymétriques par rapport au m = 0.Pour des rotateurs rapides, la for
e 
entrifuge peut fortement déformer la stru
ture sphé-rique (aplatissement des p�les important) si bien qu'il est né
essaire de faire intervenir le termeperturbatif du se
ond ordre, proportionnel à Ω2R3

GM . Celui-
i 
orrespond au rapport de la for
e
entrifuge et de la for
e gravitationnelle à la surfa
e (Saio 1981). Notons en�n que la rotationest dans la réalité une fon
tion de la profondeur r et de la 
olatitude θ, don
 de n et de l.En astérosismologie, un autre fa
teur important est l'angle formé entre l'axe de rotation d'uneétoile et la ligne de visée de l'observateur. L'intensité d'un mode à la surfa
e d'une étoile est unefon
tion des harmoniques sphériques et du temps,
I(θ, ϕ, t) ∝ Re

{

I0Y
m
l (θ, ϕ)eiωt

}

. (1.40)Les étoiles étant en quasi-totalité des 
orps non résolus spatialement, l'intensité mesurée estl'intégrale sur toute sa surfa
e visible (mesure en disque intégré),
Im(t) ∝

∫

Ξ={disque}
I(θ, ϕ, t)dΞ. (1.41)L'intensité dépend alors des modes l et m et de la se
tion de disque visible par l'observateur.On peut distinguer deux types d'e�et. Tout d'abord, par un e�et de proje
tion, l'intensité mesuréeest plus ou moins sensible au 
entre de l'étoile plut�t qu'au bord. Par exemple, la profondeurd'atmosphère stellaire traversée par le rayonnement n'est pas la même au 
entre qu'au niveaudu bord du disque de l'étoile. Ces e�ets de proje
tion sont appelés e�et 
entre bord et a�e
tentl'intensité totale mesurée de 
ha
un des degrés l (indépendamment de m). Il est utile de dé�nirla hauteur totale des modes (n, l) en fon
tion de 
elle du l = 0 (
elle des 
omposantes m étantdé�nie en fon
tion du l asso
ié). Ainsi pour le Soleil dans le spe
tre de puissan
e, le l = 1 est 1.5fois plus intense que le l = 0, le l = 2 est 0.53 plus faible, la hauteur du l = 3 est presque nulle(0.027) et 
elle des l > 4 négligeable. On ajoutera tout de même que la nature de l'atmosphère del'étoile est soupçonnée de pouvoir sensiblement 
hanger 
es rapports, notamment pour les plusévoluées d'entre elles.Deuxièmement, 
omme l'a montré Gizon & Solanki (2003), les multiplets m à l donné ne sontpas tous visibles en même temps. Les observations à partir du plan de l'é
liptique du Soleil (angled'in
linaison pro
he de 90◦) ne permettent pas par exemple de voir les 
omposantes m = ±1du l = 1 en luminosité intégrée. Une représentation des e�ets angulaires pour les modes de basdegré qui nous intéressent lors de mesures astérosismiques est donnée Fig.1.13.1.2.7 Sur les mé
anismes d'ex
itation des modesComprendre le mé
anisme d'ex
itation des modes est né
essaire pour déduire la forme dupro�l des modes. Deux prin
ipaux modèles ont été développés pour dé
rire la manière dont lesmodes sont ex
ités.Le premier, nommé mé
anisme κ a été proposé initialement par Ando & Osaki (1975) et faitintervenir l'opa
ité du milieu.Toutefois 
e mé
anisme ne permet pas de reproduire 
orre
tementles amplitudes d'os
illations 
onstatées sur le Soleil (amplitudes trop importante). Bien que 
emé
anisme soit prépondérant dans d'autres étoiles (δ Scuti ou autres pulsateurs 
lassiques parexemple), il est plus que probable qu'il ne le soit pas dans les étoiles de type solaires à enveloppeexterne 
onve
tive.
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Figure 1.13 � Intensité relative des modes de bas degré dans le spe
tre de puissan
e en fon
-tion de l'in
linaison. i ≃ 90◦ 
orrespond au 
as d'observations solaires. Le degré de splittingrotationnel Ω est exprimé en unité de splitting solaire Ω⊙. Tiré de Gizon & Solanki (2003)Le se
ond mé
anisme proposé par Goldrei
h & Keeley (1977) suppose que les modes stel-laires sont ex
ités sto
hastiquement par les mouvements de 
onve
tion et amortis par des e�etsdynamiques et thermiques. En e�et, pour reprendre notre référen
e favorite, les granules de sur-fa
e solaires ont des temps de vie similaires aux périodes des modes et leur énergie 
inétiqueest 
omparable à l'énergie des modes. Ajoutons que la prédi
tion du pro�l spe
tral des modesest 
ompatible ave
 
ette hypothèse. Ce pro�l est la 
onséquen
e des multiples réex
itations desondes en surfa
e, de phase et d'amplitude aléatoire. En�n du fait du large spe
tre d'énergie o�ertpar les phénomènes 
onve
tifs, 
e mé
anisme permet l'ex
itation d'un grand nombre de modespropres.Dans 
e modèle, 
haque mode propre peut être représenté par un os
illateur amorti et aléa-toirement réex
ité par intera
tion ave
 la 
onve
tion turbulente. L'amplitude de 
es modes estdon
 solution de l'équation di�érentielle (Anderson et al. 1990),
1

ω2
0

d2

dt2
y(t) +

2πΓ

ω2
0

d

dt
y(t) + y(t) = f(t), (1.42)où y représente le dépla
ement de surfa
e, ω0 la pulsation propre de l'os
illateur non amorti, Γune 
onstante relative au temps 
ara
téristique d'amortissement et f(t) une fon
tion sto
hastiquedé
rivant la sour
e d'ex
itation.Une famille de solutions de l'équation pré
édente peut être formulée sous forme d'un produitde 
onvolution,

y(t) = (h ∗ f)(t) =
∫ +∞

−∞
h(u)f(t− u)du. (1.43)

h(u) est la réponse impulsionnelle du système (réponse à un Dira
). C'est elle que nous 
her
hons.La transformée de Fourier de l'Eq.1.43 s'exprime 
omme,
Y (ν) = H(ν)F (ν), (1.44)
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Figure 1.14 � Le pro�l théorique d'un mode de pulsation stellaire (i
i un l = 1) superposé àson spe
tre de puissan
e (données synthétiques). On a supposé que l'axe de visé de l'observateurforme un angle de 60◦ ave
 l'axe de rotation de l'étoile.dont les termes désignent respe
tivement les transformées de Fourier de y(t), h(t) et f(t). Enposant f(t) = δ(t − t0) ave
 t0 l'instant de l'impulsion, on 
al
ul à partir de l'équation 1.42 laréponse à l'impulsion,
H(ν) =

ν20e
2iπνt0

ν20 − ν2 + iΓν
. (1.45)Si on suppose que l'étoile n'est pas trop évoluée, alors la fréquen
e des pulsations est relati-vement élevé, (i.e. ν0 & 1000 µHz). En supposant les largeurs solaires représentatives de 
ellesdes étoiles de type solaire, on peut alors supposer Γ << ν0. Le pro�l d'un mode dans le spe
trede puissan
e s'en déduit aisément,

P (ν) ∝ |H(ν)|2 (1.46)
≃ A

1 + (ν−ν0)2

Γ2/4

. (1.47)Chaque mode de pulsation stellaire amortie, dont la sour
e d'ex
itation est la 
onve
tion turbu-lente est don
 en théorie bien représenté par une lorentzienne dans le spe
tre de puissan
e.On insistera sur le fait que l'ex
itation sto
hastique globale est le résultat d'un grand nombred'ex
itations sto
hastiques de stru
tures plus ou moins pon
tuelles (l'ensemble des granules etstru
tures de surfa
es). En 
onséquen
e en vertu du théorème 
entral-limite, le bruit aléatoirerésultant est de nature gaussienne, 
e pro�l est don
 le pro�l moyen asymptotique (temps d'obser-vation tendant vers l'in�ni). Comme nous l'expliquons Chap.2.1.2 le bruit gaussien dans l'espa
etemporel implique que la statistique du spe
tre de puissan
e suit une loi exponentielle dé
rois-sante (χ2
2). La Fig.1.14 représente un exemple de mode ex
ité sto
hastiquement.Au �nal, le problème est linéaire et le pro�l moyen d'ex
itation des modes dans son intégralitéest dé�ni par,

S(ν,θS) =

Nmax
∑

n=n0

Lmax
∑

l=0

+l
∑

m=−l

H(n, l,m)

1 + 4(ν−ν(n,l)+mνs
Γ(n,l,m) )2

. (1.48)Dans 
ette relation on a expli
itement dé�ni la dépendan
e du modèle aux di�érents paramètresdes modes au travers du ve
teur θS .



1.2. Eléments de physique stellaire 27L'ajustement d'un tel modèle d'ex
itation dans le spe
tre de puissan
e nous permet d'obte-nir des informations intéressantes sur l'amplitude, le temps de vie 
ara
téristique et la fréquen
edes modes. Notons toutefois que les hypothèses formulées peuvent ne pas être tout à fait 
or-re
tes dans 
ertaines 
ir
onstan
es et peuvent amener à de légers biais statistiques. On fera parexemple remarquer que le pro�l des modes solaires n'est pas tout à fait lorentzien : il existe unelégère asymétrie des modes dont l'origine est liée aux propriétés intrinsèques des modes propresd'os
illation et de la lo
alisation de la sour
e d'ex
itation. En tant que s
ien
e ré
ente, l'asté-rosismologie d'aujourd'hui appliquée aux étoiles de type solaire peu évoluées ne permet pas, ànotre avis, des mesures su�samment pré
ises pour qu'il soit né
essaire de prendre en 
ompte leséventuels e�ets d'asymétrie des modes. Lorsque Kepler nous prodiguera des observations longuesde plusieurs années sur quelques 
ibles, il faudra probablement alors a�ner les modèles du pro�ldes modes. Par exemple, en re
her
hant une asymétrie du splitting ou une asymétrie du pro�ldes modes.1.2.8 Relation empirique sur les étoiles de type solaireA partir du moment où l'on s'intéresse à des étoiles dont le 
omportement supposé est voisinde 
elui de notre Soleil (en terme de mé
anisme d'ex
itation notamment), il est utile de re
her
herdes lois d'é
helles empiriques sur les quelques grandeurs 
ara
téristiques stellaires.C'est à quoi s'est essayé la 
ommunauté astérosismique. Même si les lois d'é
helles qui sontprésentées dans 
e qui suit doivent être 
onsidérées ave
 pré
aution lors d'études d'astres prisindividuellement, elles permettent de déduire de manière assez �able le 
omportement moyend'étoiles montrant des os
illations de type solaire (
e qui in
lut les géantes rouges).Soit A ≡ δL/L la variation de luminosité relative due aux pulsations. Les variations devolume induites par la détente/
ompression du plasma stellaire étant négligeables, on peut relier
es variations dire
tement aux variations de température (gaz parfait) et don
 de pression,
δL

L
∝ δT

T
∝ δρ

ρ
. (1.49)Moyennant quelques hypothèses supplémentaires (Kjeldsen & Bedding 1995) et prenant le Soleil
omme référen
e, on peut montrer que la luminosité relative d'une étoile varie approximativementselon une fon
tion de sa température e�e
tive de surfa
e Teff et de sa masse M ,

A =
L/L⊙

(M/M⊙)(Teff/T⊙)
A⊙. (1.50)Samadi et al. (2007) ont proposé de réviser légèrement 
ette loi empirique en ajoutant unexposant e,

A =

(

L/L⊙
M/M⊙

)e 1

(Teff/T⊙)
A⊙. (1.51)Selon les observations les plus ré
entes, l'exposant vaut environ e = 0.7.Par des 
onsidérations similaires et en se servant des résultats pré
édents, Deheuvels et al.(2010) dé�nit l'amplitude attendue des modes en fon
tion de l'amplitude des modes solaires etde la fréquen
e 
entrale des modes νmax,

Amax = A⊙(Teff/T
1.95
⊙ )(νmax/νmax,⊙)

−0.7. (1.52)La fréquen
e 
entrale d'une étoile peut aussi être approximée par une loi d'e
helle,
νmax =

M/M⊙
(R/R⊙)2

√

T/T⊙
νmax,⊙. (1.53)
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tionOn rappelle que pour le soleil, A⊙ = 4, 1 ± 0.3 ppm (amplitude approximative du l = 0),
νmax,⊙ = 3100 µ Hz et T⊙ = 5770 K.A partir des données les plus ré
entes et 
omme dis
uté par Stello et al. (2009), la relation,

<∆ν>n= (0.24 ± 0.05)ν0.78±0.045
max (1.54)reliant la grande séparation ∆ν et la fréquen
e 
entrale de l'enveloppe des modes νmax, a étémise en éviden
e.En�n, il est possible d'établir une estimation de la hauteur des modes, dont voi
i une dé-monstration. Supposons que le pro�l de l'enveloppe des modes est gaussien de fréquen
e 
entrale

νmax et de la largeur σ. Cette approximation est valide dans le 
as solaire et le semble aussi dansla grande majorité des pulsateurs du même type que le Soleil. La puissan
e totale des modess'é
rit don
,
Penv =

∫

P0e
− 1

2
(ν−νmax)2/σ2

dν =
√
2πP0σ (ppm

2). (1.55)En vertu du prin
ipe de 
onservation de l'énergie, la puissan
e totale peut aussi s'é
rire enfon
tion de la somme des puissan
es individuelles des modes. Pour un pro�l lorentzien on a,
Pmode =

∫

A

1 + (ν−ν0)2

Γ/4

dν =
πHΓ

2
(ppm2). (1.56)Don
 la puissan
e totale,

Pt,modes = Penv =
∑

n,l,m

πΓn,l,mHn,l,m/2. (1.57)Les hauteurs et largeurs varient en théorie selon (n, l,m). Cependant pour les hauteurs, nousn'avons pas besoin de tenir 
ompte de m puisque nous 
onnaissons les puissan
es totales de
haque multiplet en fon
tion de 
elle du l = 0 (
f. Chap.1.2.6),
Vl=1 =

Hl=1

Hl=0
= 1.5 (1.58)

Vl=2 =
Hl=1

Hl=0
= 0.53 (1.59)

Vl=3 =
Hl=1

Hl=0
= 0.027. (1.60)Les hauteurs tel que l > 3 sont négligeables en disque intégré. Supposons alors que le pro�l dehauteurs est à l'image du pro�l de l'enveloppe, gaussien 8,

H(ν, l) = h0e
− 1

2
(ν(n,l)−νmax)2/σ2

. (1.61)En première approximation, les modes o

upent des positions ν(n, l) données par la loi asymp-totique. En supposant D0 << ∆ν et ǫ ∼= 0, on peut simpli�er la distribution des fréquen
es enl'exprimant en fon
tion de ∆ν/2. Ce
i nous permet de nous a�ran
hir de la dépendan
e en l,
ν(n) = n∆ν/2. (1.62)8. Si l'enveloppe des modes est réellement gaussienne (
e qui n'est pas toujours vraie), 
e
i revient aussi àsupposer la largeur individuelle des modes 
onstante.



1.2. Eléments de physique stellaire 29Nous pouvons nous permettre une tel approximation 
ar nous ne 
her
hons qu'a 
onnaitre l'éner-gie totale 
ontenue dans le pro�l. En 
onséquen
e, 
ompte essentiellement l'é
art moyen entremodes su

essifs. En�n, on supposera que nous ne 
onnaissons que la largeur moyenne des modes.Ce
i revient à négliger les variations de largeurs : Γn,l,m = Γ.On peut don
 approximer la puissan
e totale en ne tenant 
ompte que des modes les plusintenses (pour les besoins de la démonstration on négligera les degrés supérieurs à 2),
Pt,modes ≃ πh0Γ

∑

n

e−
(ν(n,0)−νmax)2

2σ2 + 1.5e−
(ν(n,1)−νmax)2

2σ2 + 0.53e−
(ν(n,2)−νmax )2

2σ2 (1.63)
≃ 3πh0Γ

∑

n

e−
(ν(n)−νmax)2

2σ2 (1.64)Lorsque ∆ν < σ, on peut montrer que la somme de droite est donnée par,
∑

n

e−
(ν(n)−νmax)2

2σ2 |∆ν<σ = 2
√
2π

σ

∆ν
. (1.65)Nous ne 
onnaissons pas de 
as dans lequel l'hypothèse pré
édente ne soit pas valide si bienqu'au �nal nous pouvons relier la hauteur de l'enveloppe à la hauteur des modes,

h0 =
P0∆ν

πξΓ
, (1.66)où ξ ∼= 3, dépend du nombre de degré supposé signi�
ativement intense dans le spe
tre.Toutes 
es informations sont utiles pour dé�nir un point de départ lors d'ajustement demodèle des modes sur les spe
tres de puissan
es. On les utilisera notamment Chap.5, 
hapitredans lequel nous présentons un algorithme d'ajustement des modes automatiques.Tout au long de 
e 
hapitre, nous avons vu que l'étude des ondes sismiques nous permetd'extraire une information sur la stru
ture interne des étoiles. Nous allons maintenant montrersur la base d'appro
hes statistiques, de quelle manière 
ette information peut être extraite.
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Chapitre 2Sur les méthodes d'analyse et detraitement de signal 
lassiquementusitées en astérosismologie
Sommaire2.1 Vraisemblan
e et appro
he MLE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.1.2 Fon
tion de vraisemblan
e d'un spe
tre de puissan
e . . . . . . . . . . . 332.1.3 Comparaison de modèles ave
 une appro
he MLE . . . . . . . . . . . . 342.2 Appro
he Bayésienne simple : Appro
he MAP . . . . . . . . . . . . 352.2.1 Probabilité a priori et probabilité a posteriori . . . . . . . . . . . . . . 352.2.2 Appli
ation de l'appro
he Bayésienne au 
as stellaire . . . . . . . . . . . 362.2.3 Comparaison de modèles ave
 une appro
he MAP . . . . . . . . . . . . 372.3 Le 
al
ul d'erreur ave
 des algorithmes de type MLE ou MAP . . 382.1 Vraisemblan
e et appro
he MLE2.1.1 GénéralitésL'appro
he Maximum Likelihood Estimator (MLE) est une appro
he statistique populariséepar R. Fisher au début du 20ème siè
le et depuis lors, très largement utilisée dans le domaine dess
ien
es. Nous n'allons qu'esquisser ses bases. Une présentation approfondie de la méthode peutêtre trouvée par exemple dans Kendall & Stuart (1967).Commençons par un exemple simple. Supposons que nous disposions d'un ensemble de me-sures x = {x0, x1, ..., xN}. Si 
es quantités sont asso
iées à une variable unique, 
haque mesurepeut être vue 
omme 
onstituée d'une valeur "vraie" s, perturbée par un bruit (additif) aléatoire
b, x = s + b. x est don
 une variable aléatoire dont la fréquen
e (du point de vue fréquentiste)est s. Nous pouvons alors attribuer une fon
tion de densité de probabilité π(x) à 
et ensemblede mesure x dont les xi en sont des é
hantillons.Dans l'appro
he MLE, on suppose l'indépendan
e mutuelle des mesures xi et nous pouvons



322. Sur les méthodes d'analyse et de traitement de signal 
lassiquement usitées enastérosismologieé
rire la probabilité 
onjointe sa
hant que les mesures sont paramétrisées par la variable s 
omme,
π(x|s) =

N
∏

i

π(xi|s) (2.1)Nous voyons que 
ette quantité ne 
orrespond pas à la probabilité que la variable s soit ena

ord ave
 les données, mais l'inverse (probabilité que les données soit en a

ord ave
 une valeurde s �xé). Le résultat de l'équation 2.1 est appelé la vraisemblan
e (ou likelihood en anglais).On fera remarquer que dans 
ette optique, le monde est 
lairement séparé en des 
omposantesaléatoires dont le 
omportement suit des lois statistiques, et des valeurs "vraies", qui idéalement,au bout d'un nombre in�ni de mesures, serait parfaitement déterminées. Ce
i est la 
ara
téristiquemême d'une appro
he fréquentiste.Au maximum de π(x|s), l'estimateur vraisemblan
e fournit la valeur la plus probable de s,objet de la mesure. Autrement dit, le maximum dé�nit la position dans l'espa
e des paramètresqui s'a

orde au mieux aux mesures.En général les fon
tions de vraisemblan
e sont assez 
omplexes et insolubles analytiquement.Ce
i est en
ore plus vrai pour des statistiques non gaussiennes, éventuellement multimodales,auxquelles on est 
ouramment 
onfronté en astérosismologie. Les appro
hes analytiques sont alorsimpossibles et il est né
essaire de trouver le maximum de la vraisemblan
e par des méthodesnumériques.Des problèmes numériques nous in
itent à plut�t travailler ave
 le log-vraisemblan
e et pourdes raisons algorithmiques 1, il est plus simple de minimiser une fon
tion que de la maximiser.C'est pourquoi on travaille toujours ave
 l'opposé du log-vraisemblan
e (− log-vraisemblan
e).On appelle aussi 
ette quantité la fon
tion erreur 
ar à son minimum elle dé�nit le lieu dansl'espa
e des paramètres pour lequel le désa

ord entre mesures et modèle est le plus faible.En généralisant l'expression 2.1 au 
as multidimensionnel, nous avons
l(x|θ) = −ln(π(x|θ)) = −

N
∑

i

ln(π(xi|θ)) (2.2)
θ étant un ve
teur de paramètres (pour un modèle donné). Minimiser l'Eq.2.2 revient àrésoudre un système à P équations aux dérivées partielles, P étant la dimension de θ :

∀k ∈ [1, P ], ∂l(x|θ)
∂θk

= 0 (2.3)Cet estimateur est théoriquement asymptotiquement non biaisé et de minimum varian
e(l'estimateur ne fourni pas d'erreurs ex
essivement grandes), 
'est à dire,
limN→∞E(θ̂) = θ (2.4)

limN→∞V ar(θ̂) = V ar[θ] (2.5)
θ̂ étant l'estimé de θ. Vu la possible 
omplexité de la fon
tion vraisemblan
e, il est 
ourant dere
ourir à des méthodes numériques pour résoudre l'Eq. 2.3.1. Les algorithmes développées au 
ours de l�histoire sont basés sur la re
her
he du minimum d'une fon
tionerreur, non pas du maximum de probabilité.
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Figure 2.1 � Distribution du χ2
2p en fon
tion du rapport signal à bruit Si/B0, pour un problèmesimple (
as ou le modèle est un bruit blan
). On remarquera que pour p = 1 la distribution estexponentielle. p s'a

roissant, 
elle 
i se rappro
he de plus en plus d'une gaussienne.2.1.2 Fon
tion de vraisemblan
e d'un spe
tre de puissan
eL'appro
he MLE a été très largement utilisée en héliosismologie depuis que Duvall et Harveyl'on introduite en 1986 (Duvall & Harvey 1986).Pour 
al
uler le terme de vraisemblan
e, la première étape 
onsiste à déterminer à quellestatistique répond 
haque é
hantillon de notre mesure. Dans la grande majorité des 
as en phy-sique, la statistique est gaussienne 
ar les mesures sont e�e
tuées sur des systèmes physiquesma
ros
opiques (théorème de la limite 
entrale).C'est le 
as en astéroseismologie des mesures en intensité. Chap.1.2.7 nous avions dit que
haque mode est essentiellement 
ara
térisé par une fréquen
e propre de pulsation dont la fon
-tion ex
itatri
e est sto
hastique à 
ause de la turbulen
e atmospherique stellaire. On en a 
on
luque le bruit d'ex
itation des modes était gaussien 
ar l'ex
itation se fait sur une large gammespe
trale, à di�érentes é
helles spatiales et temporelle, dont les e�ets moyens engendrent unbruit gaussien. Si le bruit de la partie réelle et imaginaire d'un spe
tre de Fourrier s(νi) de
haque fréquen
e νi est gaussien alors la distribution statistique du spe
tre de puissan
e S(νi)
orrespondante est dé�nie 
omme,
S(νi) = Re[s(νi)]

2 + Im[s(νi)]
2, (2.6)est une distribution exponentielle (S
argle 1982) : nous sommons deux distributions gaussiennes.Cette distribution est plus 
ommunément appelée statistique du "khi deux à deux degrés deliberté" (χ2

2).Plus généralement on peut démontrer que la statistique de 
haque point de la somme (oumoyenne) de p spe
tres de puissan
e est un χ2 à 2p degrés de liberté (χ2
2p). La statistique d'unpoint du spe
tre de puissan
e S(νi) s'é
rit alors (Appour
haux 2003),

π(S(νi)|θ,M) = pp−1 S(νi)
p−1

Γ(p)M(νi|θ)p
e
−p

S(νi)

M(νi|θ) . (2.7)Où Γ(p) = (p− 1)! est la fon
tion Gamma.
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π(S(νi)|θ,M) représente la probabilité que la valeur du spe
tre S(νi) s'éloigne du 
ompor-tement moyen M(νi|θ) de 
e dernier, dé�ni par le modèle M et paramétrisé par le ve
teur θ.Prenons un exemple simple : un spe
tre de puissan
e 
omposé uniquement d'un bruit blan


B0. Dans 
e 
as, le modèle est simplement, M(ν|B0) = B0 et π(S(νi)|B0,M) = π(Si|B0,M)représente la probabilité que S(νi) appartienne au bruit B0 en νi. La relation 2.7 est représentéepour quelques valeurs de p, Fig.2.1, dans 
e 
as parti
ulier.Finalement, sur la base des équations 2.1 et 2.7, la vraisemblan
e pour un spe
tre de puissan
e
onstitué de N points, ave
 un nombre p quel
onque de degrés de liberté s'é
rira,
π(S(ν)|θ,M) =

pp−1

Γ(p)

N
∏

i

S(νi)
p−1

M(νi|θ)p
e
−p

S(νi)

M(νi|θ) . (2.8)Cette relation fondamentale est la base de toute appro
he statistique appliquée à un spe
trede puissan
e. Elle sera 
ontinuellement utilisée, y 
ompris dans les 
hapitres traitant de l'appro
hepar maximum à posteriori ou d'é
hantillonnage MCMC. Par la suite, pour alléger l'é
riture, onnotera y les données S(ν).2.1.3 Comparaison de modèles ave
 une appro
he MLENous avons montré que la vraisemblan
e est 
onstruite sur la 
omparaison d'un modèle (oureprésentation des données) ave
 les mesures/données. Qu'en est il de la 
omparaison entremodèles ? En e�et, théoriquement une in�nité d'ajustements peut être e�e
tuée, 
ha
un basé surune représentation di�érente des mesures.Dans la pratique, des 
onsidérations d'ordre théorique nous permettent d'avoir un nombre �nide modèles 
ompatibles ave
 les mesures. Pour distinguer les di�érentes représentations possiblesdes données, il est alors préférable d'avoir un 
ritère obje
tif de 
omparaison de modèle.Le 
ontexte statistique nous permet de formuler un tel 
ritère. Comme nous l'avons dit, lemaximum de vraisemblan
e est la position dans l'espa
e des paramètres où les données s'a
-
ordent au mieux au modèle utilisé. Si nous disposons don
 de deux modèles M1 et M2, leurmaximum de vraisemblan
e peuvent être 
omparés pour établir lequel est le plus 
ohérent ave
les mesures.Formellement, 
e
i s'e�e
tue via le 
al
ul du odds ratio ou 
oe�
ient 
on
urrentiel en français.Celui 
i est dé�ni 
omme le rapport,
OM1,M2 =

arg max {π(y|θ1,M1)}arg max {π(y|θ2,M2)}
. (2.9)On peut alors dé�nir une probabilité relative de M1 par rapport à M2,

P (M1|y) = (1 +O−1
M1,M2

)−1 (2.10)Typiquement, un 
oe�
ient 
on
urrentiel de 3 
orrespond à une probabilité relative de 75% 2. Engénéral, les seuils de reje
tion/d'a

eptation de modèles sont à 90% ou plus. En deçà, le modèledominant est 
onsidéré 
omme non signi�
ativement probant.Tel que présentée, 
ette relation est 
ependant insu�sante pour établir une 
omparaison demodèles ayant un nombre de paramètres di�érents. En e�et, a 
oe�
ient 
on
urrentiel égal, leprin
ipe du rasoir d'O

am nous suggère de ne retenir que le plus simple. Tel quel, la valeur du
oe�
ient 
on
urrentiel ne permet pas de tenir 
ompte de 
e prin
ipe. La re
ette 
lassique est2. Imposez dans l'Eq.2.10 OM1,M2
= 3 et vous obtenez P (M1|y) = 0.75
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he MAP 35d'ajouter un terme ad-ho
 de pénalisation, fon
tion du nombre de paramètres, ou d'utiliser un
ontexte Bayésien, 
e dernier tenant 
ompte naturellement du prin
ipe du rasoir d'O

am.Qui plus est, l'appro
he MLE n'est fon
tionnelle que lorsque la vraisemblan
e n'est pas unefon
tion multimodale. Comme nous le montrons Chapitre 4 sous 
ertaines 
onditions, qui peuventêtre liées soit à la qualité de la mesure soit aux propriétés physiques intrinsèques de l'astre étudié,
e n'est plus toujours le 
as.2.2 Appro
he Bayésienne simple : Appro
he MAPL'appro
he Bayésienne la plus simple repose sur la re
her
he du maximum de la probabilitéa posteriori (MAP pour maximum a posteriori) et non plus de la vraisemblan
e.La prin
ipale 
ara
téristique de 
ette appro
he 
onsiste à être dans la mesure de tenir 
ompted'un savoir ou d'une 
onnaissan
e a priori dans le 
al
ul probabiliste. En se basant sur quelquesrègles issues de la logique et de la théorie des ensembles, l'appro
he Baysienne permet don
 deréviser notre 
onnaissan
e dite a priori (avant la 
onfrontation ave
 les faits) pour en 
onstruireune nouvelle dite a posteriori (après la 
onfrontation ave
 les faits).2.2.1 Probabilité a priori et probabilité a posterioriEn théorie des ensembles l'union de deux sous ensembles A et B 
orrespond à leur sommemoins leurs parties 
ommunes. C'est la règle de l'addition en logique :
p(A ∪B) = p(A) + p(B)− p(A ∩B) (2.11)On peut aussi 
onstruire un nouvel ensemble sur la base de deux sous ensembles par adjon
tionde 
eux 
i : 
'est la règle de multipli
ation en logique,
p(A ∩B) = p(A|B)p(B) = p(B|A)p(A) (2.12)Toute l'appro
he Bayésienne repose sur 
es deux opérations logiques. De la première, on peut
onstruire par exemple la règle,

π(A|B) + π(Ā|B) = 1, (2.13)Où π représente une probabilité ou densité de probabilité. De la se
onde, on peut établir lafameuse relation de Bayes,
π(A|B,C) =

π(B|A,C)π(A|C)

π(B|C)
=

ψ(B,A|C)
∫

π(B|AC)π(A|C)dA
(2.14)

π(A|B,C) peut représenter par exemple, la probabilité (a posteriori) que l'événement A se réalisesa
hant qu'il existe un autre événement B 3. A l'inverse, π(B|A) représentera, la probabilité quel'événement B se réalise sa
hant qu'il existe A.
C pourra 
orrespondre au 
ontexte dans lequel s'établit 
es opérations et 
onstitue don
 una priori. Ce peut être par exemple, le modèle théorique 
hoisi ou les instruments de mesures
hoisis.Selon 
ette le
ture de l'équation, π(A) et π(B) représentent les probabilités (a priori) res-pe
tives que 
ha
un des événements A et B se réalisent, indépendamment les uns des autres.Dans le jargon, on appelle loi jointe, le numérateur

ψ(B,A|C) = π(B|AC)π(A|C), (2.15)3. l'interprétation de C se fait quelques lignes plus loin.
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lassiquement usitées enastérosismologieégale au produit des a priori et de la vraisemblan
e. On appelle loi marginale le dénominateur
π(B|C) =

∫

ψ(B,A|C)dA =

∫

π(B|AC)π(A|C)dA. (2.16)Ce dernier terme est un fa
teur de normalisation.Le 
ontexte Bayésien est parfaitement adapté aux s
ien
es 
ar les 
onnaissan
es s
ienti�quesévoluent sans 
esse. Les 
onnaissan
es établies par un ensemble d'observateurs B peuvent parexemple servir de base à un autre observateur A, souhaitant 
on�rmer ou in�rmer les obser-vations de B. Les observations de B sont alors un a priori pour A. L'a priori n'est don
 pasfor
ement subje
tif 
omme sous entendu dans le langage 
ourant. Il peut avoir été formulé grâ
eà une mesure préalable, dont on souhaite tenir 
ompte. Quelques distributions a priori possibles,utilisées dans le 
adre de la thèse sont présentées en Annexe A.Une présentation exhaustive des impli
ations et appli
ations possibles de l'appro
he Bayé-sienne peut être trouvée dans le 
ours de Master prodigué par Guy Demoment 4.2.2.2 Appli
ation de l'appro
he Bayésienne au 
as stellaireComment 
onstruire la loi de probabilité a posteriori dans le 
as qui nous intéresse ?Nous 
her
hons à déterminer quel est le meilleur jeu de paramètres θ d'un modèle M ena

ord ave
 le spe
tre de puissan
e à notre disposition y = S(ν).On 
her
he don
 à 
al
uler la quantité π(θ|y,M, I). I sert à rappeler que tous les 
al
ulss'e�e
tuent dans un 
ontexte donné, dé�ni par un ensemble d'hypothèses (mesures, modèles,...),impli
itement dé
larées ou non. Appliquons la règle de Bayes (Eq. 2.14),
π(θ|y,M, I) =

π(θ|M, I)π(y|θ,M, I)

π(y|M, I)
=
ψ(θ,y|M, I)

π(y|M, I)
(2.17)On re
onnait de suite le terme de vraisemblan
e π(y|θ,M, I) pré
édemment 
al
ulé,Chap.2.1, Eq.2.8. π(θ|M, I) est l'a priori sur 
e que vaut notre ve
teur de paramètres θ.

π(y|M, I) est souvent appelé eviden
e en anglais (la preuve en français) 
ar il dé�nit la pro-babilité que le modèle soit 
ohérent ave
 les observations, indépendamment des valeurs desparamètres. On le 
al
ule en utilisant l'Eq.2.16.Dans le 
as de l'astérosismologie, les di�érents paramètres θi sont majoritairement indépen-dants les uns des autres. Ce
i est vrai pour les fréquen
es individuelles des modes stellaire 
arle 
ouplage entre modes est faible dans les étoiles de type solaire de la séquen
e prin
ipale (ab-sen
e de modes mixtes mesurable par exemple). Mais 
e
i peut être dis
utable pour la hauteuret la largeur 
ar, pour un mode donné 
es deux paramètres sont 
orrélés. Dans 
e 
as, supposerl'indépendan
e de 
es deux paramètres peut introduire des biais en fon
tion de la nature des apriori utilisés 5. La règle du produit nous permet de formaliser 
ette hypothèse d'indépendan
edes variables a priori,
π(θ|M, I) =

i=N
∏

i

π(θi|M, I). (2.18)Tout 
omme l'appro
he maximum de vraisemblan
e (MLE), l'appro
heMaximum a posteriori(MAP) ne s'intéresse qu'au maximum du 
ritère statistique. Dans 
e 
as, en tant que 
onstante,4. Disponible à l'adresse http ://djafari.free.fr/books/PolyProbasT1.pdf5. Nous verrons par la suite que nous utilisons des a priori non-informatif pour la largeur et la hauteur pouréviter 
ette é
ueil.
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he MAP 37l'eviden
e n'est pas évaluée. Sa formulation intégrale est de toute manière trop 
omplexe pourêtre prise en 
ompte par une appro
he MAP.Finalement, nous voyons qu'entre l'appro
he fréquentiste MLE et l'appro
he BayésienneMAP, le 
ritère statistique ne di�ère que de peu : le 
ritère statistique utilisé est la loi jointe
ψ(θ,y|M, I), dé�ni 
omme le produit de la vraisemblan
e et des quantités a priori. La re
her
hedu maximum se fera en
ore une fois, dans la grande majorité des 
as, via des méthodes numé-riques.2.2.3 Comparaison de modèles ave
 une appro
he MAPDe manière similaire à l'appro
he MLE, La 
omparaison de modèle pour une appro
he MAPrepose sur la 
omparaison du 
ritère statistique. Le 
oe�
ient 
on
urrentiel n'est plus dé�ni
omme le rapport des maximum de vraisemblan
e mais 
omme 
elui des lois jointes,

OM1,M2 =
arg max {ψ(θ1,y|M1, I)}arg max {ψ(θ2,y|M2, I)}

. (2.19)La relation 2.10 dé�nissant la probabilité relative, reste valable.Cette fois 
i, le prin
ipe du rasoir d'O

am est impli
itement implémenté dans 
ette appro
he.Pour 
omprendre 
omment, prenons un exemple simple.Imaginons un problème dans lequel on 
her
he à dé�nir si un signal est noyé dans un bruitblan
. On va supposer que le signal est 
ara
térisé par un paramètre unique, une hauteur parexemple. Dans 
e 
as, le problème dé
isionnel se résume à 
omparer un premier modèle ne
ontenant que du bruit ave
 un autre 
ontenant à la fois du bruit et le signal re
her
hé. Si onsuppose l'indépendan
e bruit/signal, ave
 une appro
he MAP, établir la présen
e de signal serésumera à 
al
uler,
OMx+b,Mb

=
π(s|x̂, b̂,Mx+b)π(b̂|Mx+b)π(x̂|Mx+b)

π(s|b̂,Mb)π(b̂|Mb)
. (2.20)Ave
 s les observations (s = {s0, ..., si, ..., sN}), x̂ et b̂ les paramètres au maximum de l'a poste-riori, respe
tivement asso
iés au signal et au bruit.On fera remarquer que l'indépendan
e des paramètres implique aussi que notre 
onnaissan
ea priori sur le bruit doit être indépendante du signal re
her
hé : π(b|Mx+b) = π(b|Mb).Pour faire simple, on va supposer que nos deux paramètres sont 
ontraints par des a prioriuniformes,

π(b|Mb) = 1/(b1 − b0) si b0 ≤ b ≤ b1
= 0 sinon (2.21)

π(x|Mx+b) = 1/(x1 − x0) si x0 ≤ x ≤ x1
= 0 sinon (2.22)On voit alors qu'à maximum de vraisemblan
e égal, le 
oe�
ient 
on
urrentiel est égal à l'apriori π(x|Mx+b) et rend le rapport OMx+b,Mb

inférieur à 1.En 
e sens, l'appro
he par MAP tient naturellement 
ompte de la 
omplexité des modèles
ar les a priori jouent le r�le de pénalisation. Cependant, 
omme le niveau de pénalisation estétroitement lié aux a priori utilisés, les 
onséquen
es de leur 
hoix doivent systématiquementêtre testées, surtout s'ils sont 
hoisis de manière purement subje
tive. La plupart des auteursre
ommandent d'évaluer l'in�uen
e de l'a priori tant sur les paramètres a posteriori estimés quesur la probabilité.
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lassiquement usitées enastérosismologieLe 
ritère statistique utilisé (loi jointe) est fon
tionnel si la distribution a posteriori disposed'un unique maximum. Ce
i est vrai uniquement si les a priori réduisent à l'unité les solutionspossibles ou si la vraisemblan
e est déjà unimodale. Lorsque l'on ne dispose par d'une informationpréalable su�samment forte, 
es 
onditions peuvent ne pas être remplies. L'unique méthode �ablerestante 
onsiste à é
hantillonner la loi jointe π(θ|y,M, I). Durant la thèse, nous avons développéune telle appro
he, basée sur un é
hantillonnage mettant en oeuvre des 
haines de Markov, 
arl'analyse des modes stellaires des étoiles CoRoT s'est révélée très déli
ate. Nous avons 
onsa
réles Chapitres 3 et 4 à 
e type d'algorithme et à 
es appli
ations.2.3 Le 
al
ul d'erreur ave
 des algorithmes de type MLE ou MAPLe 
al
ul d'erreur, que 
e soit pour un Bayésien ou un fréquentiste, repose sur notion deprobabilité. Celle 
i est un s
alaire (P ) obtenu par intégration sur un intervalle donné d'unefon
tion de densité de probabilité (pdf en anglais ou fpd en français) π(x), P =
∫ bx
ax
π(x)dx. Sinous souhaitons estimer la valeur que prendra x ave
 un degré de 
on�an
e de P%, 
e qui 
ompte
e n'est pas tant la moyenne (ou tout autre indi
ateur statistique 
omme la mediane, et
...) maisl'intervalle sur lequel l'intégrale est e�e
tuée, nommé intervalle de 
on�an
e. La fon
tion densitéde probabilité est normalisée par dé�nition. Don
 dans la limite où ax = −∞ et bx = +∞, on a

P = 100%.Une interprétation du résultat de l'intégrale est : il est probable à P% que la valeur x prennentune valeur 
omprise entre ax et bx.Cette notion d'intervalle de 
on�an
e est une notion ins
rite dans les moeurs pour les Bayé-siens. Elle existe aussi 
hez les fréquentistes, mais son interprétation est plus limitée.En e�et, nous pouvons dé�nir deux types de probabilité :- la probabilité vue 
omme la proportion d'intervalles qui 
ontiennent le paramètre pourun grand nombre de mesures : elle est appelée probabilité de re
ouvrement fréquentiste.Cette dé�nition n'est pas ex
lue dans le 
ontexte Bayésien, mais n'est pas intuitive pourle s
ienti�que.- la probabilité (Bayésienne) que l'intervalle 
ontienne la valeur 
orre
te du paramètre. C'estl'interprétation 
ourante qu'un s
ienti�que fait de la probabilité.Une 
onséquen
e dire
te est qu'il n'est pas 
on
eptuellement problématique d'attribuer uneprobabilité sur la base d'une unique mesure pour un Bayésien alors que ça l'est pour un fréquen-tiste.Quoi qu'il en soit, dans le 
as parti
ulier où les distributions sont gaussiennes, l'appro
he"
lassique" pour estimer l'intervalle de 
on�an
e 
onsiste à dé�nir l'erreur de mesure 
ommel'é
art-type de la distribution, en 
entrant l'intervalle sur la valeur moyenne. Autrement dit,on 
her
he les bornes telle que : P =
∫ µ+σ
µ−σ π(x)dx = 66.7%. µ représente la valeur la plusprobable qui est aussi par dé�nition la position du maximum et de la médiane de la pdf pourune distribution gaussienne. Si la valeur la plus probable n'est pas 
onfondue ave
 la moyennealors l'estimateur est biaisé.C'est 
e qui peut arriver dès lors que les distributions ne sont plus gaussiennes. Pour lesdistributions unimodales, la plupart du temps un 
hangement de variable du type x −→ ln(x)ou x −→ 1/xn, permet d'approximer les distributions par des distributions gaussiennes. Dans detels 
as, on peut dé�nir des barres d'erreurs asymétriques et la vraisemblan
e/probabilité n'estplus un estimateur biaisé. Par 
ontre 
e n'est plus le 
as lorsque l'on n'est pas 
apable de seramener à des lois normales ; par exemple ave
 des fon
tions multimodales que l'on ren
ontreralors de l'analyse des signaux stellaires. Une estimation �able de l'erreur sur le paramètre ne peut
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hantillonnage, méthode statistique bien plus 
outeuse en temps de
al
ul que les méthode par re
her
he de maximum du type MLE ou MAP.Pour 
es dernières, le 
al
ul de l'erreur repose sur le 
al
ul de la matri
e Hessienne du 
ritèrestatistique L(x). Pour 
omprendre quelle en est la raison et les hypothèses sous-ja
entes, nousallons tout d'abord nous pla
er dans le 
as simple d'une fon
tion vraisemblan
e univariée L(x),de paramètre unique x (s
alaire).Si on émet l'hypothèse qu'au voisinage du maximum de vraisemblan
e ou de probabilité(noté L(x0)), l'espa
e peut être lo
alement dé
rit par une gaussienne, alors l'opposé du log-vraisemblan
e est lo
alement une parabole,
−ln(L(x)∼L(x0)) =

1

2

(x− x0)2
σ2

. (2.23)On remarque alors que la dérivée se
onde de −ln(L(x)∼L(x0)) n'est rien d'autre que l'inverse dela varian
e,
−
d2ln(L(x)∼L(x0))

dx2
=

1

σ2
. (2.24)Dans le 
as d'un espa
e de paramètre de dimension dim(x) > 1 on a,

−ln(L(x)∼L(x0)) =
1

2
〈x− x0|Σ−1 |x− x0〉 , (2.25)où Σ est la matri
e de varian
e-
ovarian
e (ou de 
ovarian
e). Elle est ainsi appelée 
ar à sadiagonale 
orrespondent les termes de varian
e de σii ; des éléments non diagonaux 
orrespondentaux termes de 
ovarian
e cov(xi, xj). Cette matri
e est dé�nie positive symétrique (cov(xi, xj) =

cov(xj , xi)).
Σ−1 est souvent nommé matri
e de 
ovarian
e à tort puisque 
'est plut�t l'inverse de la ma-tri
e des 
ovarian
es (ou en
ore la la 
omatri
e des 
ovarian
es). Par extension et en s'inspirantde l'équation 2.24, on se rend 
ompte que la Hessienne s'exprime,

H = −∂
2ln(L(x))

∂xi∂xj
= Σ−1. (2.26)Autrement dit, si le 
ritère statistique utilisé est lo
alement gaussien au voisinage de la solu-tion x0, alors l'inverse de la Hessienne est égale à la matri
e des 
ovarian
es. En générale leserreurs à 1σ fournies par le 
al
ul de la Hessienne sont sous-estimées : l'hypothèse de gaussianitén'est souvent pas pleinement justi�ée, 
e qui milite en faveur des méthodes d'é
hantillonnagestatistique.En fait, il existe un 
ritère, appelé Borne de Cramer-Rao ou inégalité de Cramer-Rao (Ait-ken & Silverstone 1942; Cramer 1946) dé�nissant la limite théorique atteignable par la varian
e,
onnaissant un 
ritère statistique sans biais. Son 
al
ul se base sur la quantité d'information deFisher, grandeur introduite par le statisti
ien du même nom et permettant une quanti�
ationde l'information 
ontenue dans une distribution statistique. Cette notion a été introduite paral-lèlement à la notion de maximum de vraisemblan
e au début du 20ème siè
le ave
 une appro
hefréquentiste, mais 
es 
on
lusions sont tout aussi valides pour un Bayésien.On dé�ni la quantité d'information de Fisher (ou matri
e de Fisher) I(θ) par l'espéran
e duproduit 
roisé des dérivées partielles de la loi de densité de probabilité p(x,θ)

I(θi, θj) = E

[(

∂

∂θi
ln p(x,θ)

)(

∂

∂θj
ln p(x,θ)

)]

= −E
[

∂2

∂θi∂θj
ln p(x,θ)

] (2.27)
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lassiquement usitées enastérosismologieoù x et θ représentent respe
tivement la variable aléatoire et les paramètres (d'un modèle nonexpli
ité i
i) pour la dé
rire.L'inégalité de Cramer-Rao se formule,
V ar[θ] ≥ 1

I(θ) . (2.28)Si la loi de probabilité p suivi par x est une loi normale multivariée de matri
e de 
ovarian
e
Σ et si l'estimateur est non biaisé alors,

V ar[θ] = Σ =
1

I(θ) . (2.29)En somme, la pré
ision d'une détermination d'un ensemble de paramètre θ dé
rivant unevariable aléatoire x est limité par l'inverse de la matri
e de 
ovarian
e, qui n'est rien d'autre quela Hessienne. De 
e point de vue, on remarquera en
ore une fois que la Hessienne nefournit qu'une limite inférieure des barres d'erreurs. Une des
ription plus détaillée de
es aspe
ts statistiques 6 peut être trouvée dans Kendall & Stuart (1967).

6. On trouvera aussi des notes de 
ours intéressantes sur le sujet à l'addressehttp ://www.ensta.fr/ p
arpent/MNOS/PDF/12-Cramer.pdf
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tion sur les méthodes d'é
hantillonnageLors de la présentation des méthodes "
lassiques" de re
her
he d'optimum statistique, nousavons montré qu'il était assez simple de déterminer le meilleur ajustement des données à 
onditionque le 
ritère statistique (vraisemblan
e ou probabilité a posteriori) ne soit pas multimodal.La 
omparaison de modèles dans les appro
hes par maximum de vraisemblan
e né
essite queles tailles des espa
es des paramètres soient identiques. On peut prendre pour exemple le 
asd'ajustement polynomial sur une fon
tion f(x) : il est toujours possible de trouver un polyn�mede degré p qui dé
rit exa
tement tous les points de mesures xi. Mais il n'est pas 
rédible de
omparer dire
tement 1 les vraisemblan
es de deux modèles de 
omplexités di�érentes ave
 uneappro
he par maximum de vraisemblan
e (par exemple les χ2 obtenues ave
 deux ajustementspolynomiales de degrés di�érents ne sont pas 
omparables) . Dans les appro
hes par maximumde probabilité a posteriori, 
ette 
ondition n'est plus requise, grâ
e à une quanti�
ation des1. Il existe tout de même des méthodes ad-ho
, a posteriori, pour 
hoisir quel niveau de 
omplexité du modèleest su�sant pour dé
rire des observations ave
 une appro
he fréquentiste.
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onnaissan
es a priori sur le jeu de paramètres utilisés pour dé
rire les modèles qui in
orporeimpli
itement le prin
ipe du rasoir d'O

am 2.Cependant, bien que permettant d'établir de manière obje
tive une 
omparaison de mo-dèles (à partir d'information a priori pouvant être subje
tive), les appro
hes MAP tout 
ommeMLE né
essitent une 
onnaissan
e a priori relativement bonne sur les paramètres. En e�et, surquels 
ritères devons nous dé�nir la position initiale dans l'espa
e des paramètres, lorsque nousne disposons que d'une 
onnaissan
e vague, voire nulle, des paramètres re
her
hés ? Même desappro
hes par maximum de probabilité peuvent être mises en déroute dans 
e 
as. L'absen
ed'information a priori 
ontraignante augmente le volume d'espa
e à explorer, qui peut éventuel-lement 
ontenir de multiples maxima.Dans 
es 
onditions, il ne faut plus se limiter au seul maximum du 
ritère statistique. La stru
-ture globale de 
elui 
i doit être intégralement déterminé. Toutefois, à de très rares ex
eptionsprès, il est impossible de 
al
uler analytiquement la vraisemblan
e et en
ore moins la probabi-lité a posteriori. Obtenir la stru
ture globale passe don
 né
essairement par l'é
hantillonnage du
ritère statistique.3.1.1 E
hantillonnage par réje
tionDe multiples méthodes d'é
hantillonnage existent. La plus 
onnue d'entre elles, appelée é
han-tillonnage par réje
tion ou Monte-Carlo, 
onsiste à é
hantillonner une fon
tion f(x) en tirantaléatoirement des nombres dans un espa
e délimité par une se
onde fon
tion q(x) bornée. Onpeut 
omparer 
ette méthode à un lan
é de �é
hettes sur une 
ible. Les �é
hettes tombant sur la
ible adhèrent : 
e sont des é
hantillons retenues. Celles se heurtant au mur, support de la 
iblen'adhèrent pas et tombent au sol : 
e sont des é
hantillons rejetés. Plus pré
isément, supposonsque nous souhaitions é
hantillonner une fon
tion f(x) 
onnu à une 
onstante près, à partir d'uneautre fon
tion, de densité q(x). Supposons que l'on s'arrange pour que la fon
tion d'é
hantillon-nage q(x) multipliée par une 
onstante �nie A, soit une fon
tion enveloppe de f(x) 3. Le volumedans lequel s'e�e
tue l'é
hantillonnage est alors délimité par Aq(x) et les bornes a, b de q(x) (
f.Fig.3.1).Dans le 
as le plus simple q(x) est une fon
tion de distribution uniforme sur l'intervalle
x ∈ [a, b] : q(x) = 1/(b − a). L'algorithme se résume en 3 étapes :1/ On tire aléatoirement xi selon la distribution xi ∼ q(x)2/ On tire aléatoirement ui selon une loi uniforme ui ∼ U [0, 1].3/ On a

epte xi si ui < f(xi)/A, autrement on la rejette.Une des appli
ations 
ourantes de la méthode par réje
tion est de fournir une évaluationd'une fon
tion intégrale lorsqu'une appro
he analytique est impossible. Ce type d'algorithme este�
a
e lorsque le volume à é
hantillonner est plut�t restreint, mais devient très vite gourmanden temps de 
al
ul pour des espa
es de paramètres importants. De plus, il n'est pas toujourspossible de borner la fon
tion à é
hantillonner ave
 une valeur de A raisonnablement pro
he dumaximum m de f(x) : lorsque A >> m la probabilité d'a

epter un nouvel é
hantillon (étape 3)peut devenir ridi
ulement petite (proportionnelle aux rapport des volumes d'espa
es ∫ Aq(x)dxet ∫ f(x)dx).Il existe plusieurs alternatives pour é
hantillonner une fon
tion, mais les pro
édures basées surdes 
haines de Markov font probablement partie des méthodes les plus e�
a
es et universelles 
ar2. Pour rappel, le prin
ipe du rasoir d'O

am, stipule qu'il faut toujours 
hoisir la solution la plus simple parmiun ensemble de solutions possible. En somme, un modèle relativement simple reproduisant des observations esttoujours préférable à un modèle plus 
omplexe, reproduisant ave
 une qualité identique les mêmes observations.3. En d'autre terme il faut que f(x) ≤ Aq(x)
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Figure 3.1 � Illustration du prin
ipe d'é
hantillonnage de Monte-Carlo. f(x) est la fon
tion àé
hantillonner, q(x) la fon
tion de densité servant à é
hantillonner, et A une 
onstante assurantque Aq(x) est une fon
tion enveloppe de f(x). Idéalement il faut max {Aq(x)} = max {f(x)} =
m.elles ne né
essitent théoriquement au
une 
onnaissan
e préalable sur la fon
tion à é
hantillonner.3.1.2 Qu'est 
e qu'un pro
essus Markovien ?Les méthodes Monte-Carlo ont initialement été développées à Los Alamos durant la se
ondeguerre mondiale, dans le 
adre du projet Manhatan par Stanislaw Ulam et John von Neumann.La méthode par réje
tion présentée pré
édemment fut initialement appliquée pour le 
al
ul destaux de multipli
ation des neutrons lors des réa
tions de �ssion. Quelques années après, une ap-pro
he alternative plus e�
a
e (
ar ne requérant pas une 
onnaissan
e préalable d'une borne Ade la fon
tion à é
hantillonner) a été proposée par Ni
holas Metropolis (Metropolis et al. 1953),toujours dans le 
adre de projets militaires asso
iés au développement des bombes atomiqueset plus généralement, à la physique atomique. Ni
holas Metropolis 
her
hait à 
al
uler les pro-priétés à l'équilibre thermodynamique d'un système physique. Il a proposé que le 
al
ul devaitse faire en explorant l'espa
e des paramètres de manière à minimiser les variations d'énergie dusystème ∆E. Il a alors suggéré que 
ette re
her
he se fasse en a

eptant un nouvelle positiondans l'espa
e des paramètres ave
 une probabilité e−∆E/T . T 
orrespond i
i à la températured'équilibre du système. Cette idée est maintenant la base de beau
oup de pro
édures d'é
han-tillonnage par 
haine de Markov. En e�et, 
e pro
essus de re
her
he du minimum d'énergie estMarkovien, au sens ou la position dans l'espa
e paramètre à l'itération i, ne dépend que de laposition à l'itération i−1. On parle parfois de pro
essus à mémoire faible. La transition entre despositions su

essives est probabiliste et forme un pro
essus aléatoire. Un autre exemple physiquede pro
essus Markovien est la di�usion d'une parti
ule dans un milieu. En première approxi-mation, un pro
essus de di�usion est 
onstitué d'une su

essions de 
ollisions. Chaque 
ollisione�a
e l'information sur la traje
toire de la parti
ule. D'ailleurs, les appro
hes théoriques permet-tant de dé�nir le régime de fon
tionnement idéal (i.e., régime dans lequel l'é
hantillonnage estle plus e�
a
e) d'une 
haine de Markov repose pour beau
oup sur l'analogie ave
 les pro
essusde di�usion (
f. Chap.3.2.2).Le développement des méthodes Monte-Carlo 
oïn
ide ave
 les premières heures du dévelop-pement des ordinateurs (ENIAC en 1947 puis ensuite MANIAC en 1952). Cependant les MCMCn'ont eu que peu d'é
hos dans la 
ommunauté s
ienti�que durant de longues années d'une part,
ar la puissan
e de 
es ma
hines était dérisoires (5 heures ave
 ENIAC pour e�e
tuer une si-mulation Monte-Carlo ave
 quelques dizaines d'é
hantillons !) ; d'autre part, 
ar les re
her
hesthéoriques sur les systèmes Markovien étaient balbutiantes. Ce n'est qu'après les travaux deHasting dans les années 1970 (qui a généralisé et mieux formalisé l'algorithme de Metropolis)
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Figure 3.2 � Exemple de 
ritère statistique pour un espa
e des paramètres 2D. Dans le 
asd'un é
hantillonnage par un pro
essus Markovien (
roix rouges et ar
s bleus), l'exploration del'espa
e des paramètres s'e�e
tue par sauts su

essifs. Les 
oordonnées de la position à l'itération
i dépendent ex
lusivement de la position à i − 1. Lors de la re
her
he du maximum (pointillésrouges), le pro
essus est purement Hamiltonien.que le sujet pris de l'importan
e dans les 
ommunautés s
ienti�ques. Pour le le
teur souhaitantapprofondir les aspe
ts historiques sur le développement des 
haines de Markov, on 
itera l'arti
lede Roger E
khardt (E
khardt 1987) ou en
ore Robert & Casella (2008).On ajoutera que les systèmes Markoviens peuvent être opposés aux pro
essus Hamiltoniens,parfaitement déterministes. Au 
ours de leur évolutions de tels systèmes entretiennent une mé-moire forte de leurs états antérieurs. On peut 
iter le très 
lassique exemple des traje
toiresbalistiques. La grande majorité des pro
édures basées sur la re
her
he du maximum (MLE ouMAP par exemple) résolvent un système d'équations di�érentielles (re
her
he des zéros des déri-vées partielles du 
ritère statistique, 
f. Chap.2.1) par des méthodes numériques du type des
entede gradient. Ce sont don
 des pro
essus purement Hamiltoniens.Ces dernières années, ave
 l'essor des appro
hes Bayésiennes, l'é
hantillonnage de Monte-Carlo par 
haine de Markov (MCMC pour Markov Chain Monte-Carlo en anglais) a 
onquis laplupart des dis
iplines s
ienti�ques. A partir du moment où le problème se résume à une séle
tionentre modèles (qui 
onsiste en un 
al
ul d'intégrale 
omme nous le verrons plus loin) ou à l'éva-luation de paramètres dans des situations 
omplexes, l'é
hantillonnage par MCMC est l'une dessolutions les plus e�
a
es de 
al
ul. Il existe dans la pratique plusieurs implémentations possiblesdes MCMC, qui se di�éren
ient par la stratégie adoptée pour résoudre les problèmes inhérents àl'analyse de fon
tion par MCMC. Dans 
e qui suit, nous présenterons les propriétés fondamen-tales des 
haines de Markov. En partant de l'algorithme de Metropolis, l'un des plus simple quisoit, nous aborderons les di�
ultés te
hniques propres au MCMC, puis nous présenterons lessolutions algorithmiques que nous avons adoptées pour les résoudre.3.2 L'E
hantillonage de Monte-Carlo par Chaine de Markov3.2.1 Dé�nitions et propriétés : des 
haines de Markov à l'algorithme deMetropolis-HastingCette se
tion vise à introduire le vo
abulaire asso
ié aux 
haines de Markov puis tente d'ex-pliquer 
omment l'algorithme de Metropolis-Hasting est formulé d'un point de vue statistique.Cette partie est loin d'être exhaustive. Au 
ontraire, elle ne fait que survoler les fondamentaux
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haines de Markov. Au le
teur souhaitant approfondir les aspe
ts théoriques sous-ja
entsaux MCMC et plus généralement aux 
haines de Markov, nous re
ommandons de lire le livre deGamerman (1997).Comme déjà souligné, une 
haine de Markov est un pro
essus sto
hastique (
ara
térisé parune probabilité de transition Pr) pour lequel les états, passés, présent et futures sont indépendants.Cette phrase peut être formellement retrans
rite par la relation,
Pr(θ

(n+1) = y|θ(n) = x, θ(n−1), ..., θ(0)) = Pr(θ
(n+1) = y|θ(n) = x). (3.1)Les valeurs de θ sont dé�nies dans un ensemble S (l'ensemble des valeurs possibles) d'une dis-tribution de probabilité P : θ0, ..., θn−1, θn+1 ⊂ S.On dé�ni alors un noyau de transition (transition kernel) 
omme étant la fon
tion de tran-sition d'un état x à un état y, P (y|x) qui satisfait les 
onditions suivantes,- P (y|x) est positif : ∀x, y ∈ S,P (y|x) ≥ 0.- P (y|x) est une fon
tion normalisée : ∀x ∈ S, ∫y∈S P (y|x) = 1.Moins formellement, 
e noyau de transition 
orrespond à l'ensemble des transitions que l'onautorise dans l'espa
e des paramètres à explorer. Pour mieux 
omprendre prenons pour exempleun problème où les états possibles sont dis
rets et dénombrables : le pro
essus de naissan
e etmort (birth-death pro
ess). Ce type de pro
essus Markovien dis
ret a énormément d'appli
ations(biologie/génétique, démographie, et
...). A 
haque instant, on peut 
onstruire un graphe destransitions possibles. 4 transitions sont envisagées, dont 3 sont autorisées i
i. A 
ha
une de 
estransitions sont a�e
tés des probabilités d'o

urren
es de la transition.- On a une naissan
e si le nouvel état y de la 
haine répond à la relation y = x + 1. Cettetransition arrive ave
 une probabilité P (y|x) = p1.- On a un dé
ès si y = x -1. Cette transition arrive ave
 une probabilité P (y|x) = p2.- L'état pré
édent n'est pas modi�é : y = x. Cette transition arrive ave
 une probabilité

P (y|x) = p3.- Tout autre transition est interdite : P (y|x) = 0.On a bien entendu, p1 + p2 + p3 = 1. Dans les 
as dis
ret il est 
ourant d'utiliser unereprésentation matri
ielle pour dé
rire l'ensemble des transitions permises. La probabilité depasser d'un état x à un état y, partant de l'itération n jusqu'à l'itération m est dé�nie parla relation de Chapman-Kolmogorov elle même dire
tement déduite des matri
es de transitions
Pn(x|z), Pm(z|y),

Pn+m(y|x) =
∑

z

Pn(y|z)Pm(z|x). (3.2)On fera remarquer que 
es matri
es 
ontiennent des valeurs �u
tuantes en fon
tion des itérations :
e sont des matri
es sto
hastiques : 
haque matri
e est un instantané des états visités par la 
hainede Markov. La relation de Chapman-Kolmogorov est fondamentale pour expliquer les propriétésde 
onvergen
e des matri
es sto
hastique de transition.Dans le 
as de variables 
ontinues (
as qui nous intéresse tout parti
ulièrement), il n'est paspossible de 
onstruire de tels matri
es de transition et on dé�nit la distribution 
onditionnelle,
∀x, y ∈ S, ∃ p(y|x) = ∂P (y|x)

∂y
. (3.3)L'equation de Chapman-Kolmogorov s'é
rit 
ette fois sous forme intégrale,

Pn+m(y|x) =
∫ +∞

−∞
pn(z|x)Pm(y|z)dz. (3.4)
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hantillonnage par Markov Chain Monte-CarloNotion de distribution stationnaire. Un problème fondamental des 
haines de Markov
onsiste à établir leurs propriétés asymptotiques lorsque le nombre d'itération N → ∞. Autre-ment dit, 
onnaissant un s
héma/noyau de transition p(y|x) (par exemple dé�ni 
omme dans lepro
essus de naissan
e/dé
ès), existe il un état d'équilibre de la 
haine ? si oui quel est asymptoti-quement l'état �nal atteint ? Ce
i introduit la notion de distribution stationnaire : sous 
ertaines
onditions, une distribution d'équilibre existe. On dit alors que la distribution stationnaire estatteinte lorsque le noyau de transition n'a�e
te plus, en moyenne, l'état d'équilibre π de la 
hainede Markov,
∫ +∞

−∞
π(x)p(y|x)dx = π(y) (dans le 
as 
ontinu). (3.5)Réversibilité ou "detailed balan
e". On dit qu'une 
haine de Markov est réversible si elleremplit la 
ondition de réversibilité :

π(x)p(y|x) = π(y)p(x|y). (3.6)La réversibilité assure l'existen
e d'une distribution stationnaire π.Irrédu
tibilité. La prin
ipale 
ondition né
essaire pour qu'une 
haine de Markov 
onvergevers une distribution stationnaire, est l'irrédu
tibilité. Une 
haine de Markov est irrédu
tible si ilest permis d'atteindre à partir d'un état quel
onque, un autre état quel
onque, durant un nombre�ni d'itérations et selon des probabilités stri
tement positives.Ré
urren
e. La propriété de ré
urren
e est remplie si, les traje
toires passent une in�nité defois dans un ensemble de probabilité non nulle. Autrement dit, il est permis (et né
essaire) devisiter un état de manière répété.Apériodi
ité. Une 
haine de Markov est apériodique si au
un noyau de transition n'induit de
omportement périodique des traje
toires. Par exemple une suite d'é
hantillons {x0, x1, ..., xi}ne doit pas se répéter dans un ensemble de N é
hantillons.Ergodi
ité. Une 
haine de Markov est dite ergodique si la 
haine est à la fois irrédu
tible,apériodique et ré
urrente. Autrement dit, il faut que la 
haine de Markov puissent visiter tousles états possibles de la distribution d'équilibre de manière répétée mais non périodique. Si telest le 
as, il est alors garanti que la 
haine possède une seule loi stationnaire. Une 
onséquen
efondamentale de 
ette propriété est que les é
hantillons d'une 
haine de Markov sont représen-tatifs de la loi stationnaire (π) au bout d'un nombre in�ni d'é
hantillons ave
 une probabilité de 1.On parle de Monte-Carlo par Chaine de Markov lorsque une 
haîne de Markov est ergodique
ar 
'est à 
ette seule 
ondition qu'elle est représentative de la distribution stationnaire.L'ergodi
ité est don
 une propriété importante. Dans 
e 
ontexte la distribution stationnaireétant aussi la distribution que nous 
her
hons à é
hantillonner, on l'appellera distributiond'intérêt.Maintenant que la notion de MCMC a été introduite tant du point de vue historique questatistique, nous allons présenter l'algorithme de Metropolis-Hasting.
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i est réversible et son noyau de transition p(y|x) est dé�ni par 2 termes : une distributionde proposition q(x, y) et une probabilité de transition α(x, y),
p(y|x) = q(y|x)α(y|x). (3.7)W. Keith Hasting (Hastings 1970) a proposé que la probabilité d'a

epter une transition α(y|x)soit de la forme,

α(y|x) = min

{

1,
π(y)q(y|x)
π(x)q(x|y)

}

, (3.8)de tel sorte que 
ombinée à n'importe quelle distribution de proposition q(x, y), la 
haine estréversible. La 
haine de Markov dé�nie 
omme tel est aussi ergodique. Dans le 
as parti
ulieroù la loi de proposition est 
hoisie symétrique, 
'est à dire que q(y|x) = q(x|y) (
'est le 
as desdistributions gaussiennes), alors la 
haine de Markov 
orrespond à 
elle originellement élaboréepar Metropolis et al. (1953). Dans 
e 
as, la probabilité de transition est simplement,
α(y|x) = min

{

1,
π(y)

π(x)

}

. (3.9)Dans la pratique l'algorithme de Metropolis-Hasting est relativement simple à implémenter :0. Initialisation de x : x(0) ← x0 et i = i+ 11. Tirage d'un nombre aléatoire selon la loi de proposition : r ∼ q(y|x).2. On propose une nouvelle position selon le s
héma : y = x(i−1) + r.3. Evaluation de α(y|x) = π(y)q(y|x)
π(x)q(x|y) .4. Tirage d'un nombre aléatoire selon une distribution uniforme : p ∼ U [0, 1].5. Si p ≤ α(y|x) alors x(i) ← y, Sinon x(i) ← x(i−1)6. Tant que i ≤ N faire i = i+ 1 et retourner à l'étape 1. Sinon, �n du programme.Ce s
héma numérique peut fa
ilement être interprété graphiquement. Contrairement à unpro
essus Hamiltonien du type re
her
he de la plus grande pente (gradient des
ent), d'itérationen itération on ne 
onverge pas for
ément vers le maximum mais on s'autorise plus de liberté :il est possible d'aller en 
ontre-sens du gradient (
f. Fig.3.2). Plus pré
isément, si la nouvelleposition y 
orrespond à une valeur π(y)q(y|x) > π(x)q(x|y), on a

epte toujours y. Sinon, on nele fait qu'ave
 une probabilité proportionnelle au rapport des "hauteurs" π(y)/π(x).La prin
ipale di�
ulté de l'algorithme de Metropolis-Hasting réside dans le 
hoix de la loide proposition q(x, y). La plupart du temps, 
elle 
i est 
hoisie gaussienne 
ar d'une part 
elasimpli�e l'algorithme et d'autre part 
ette loi est fa
ilement paramétrisable. Cependant, 
ommenous le verrons au 
hapitre suivant, 
e 
hoix n'est pas aussi évident qu'il n'y parait et peut êtreinadéquat voir 
atastrophique pour la qualité de l'é
hantillonnage : en e�et, ergodi
ité ne signi�e
ertainement pas e�
a
ité.3.2.2 Quel(s) 
ritère(s) pour assurer une exploration optimale de l'espa
edes paramètres ?Comme nous l'avons suggéré, la progression d'une 
haine de Markov dans l'espa
e des pa-ramètres est entièrement dé�nie par la loi de proposition 
hoisie. C'est en fait elle qui dé�nitla probabilité de transition globale de la 
haine de Markov et 
ontr�le l'e�
a
ité de l'é
han-tillonnage. Dans 
e qui suit, nous présenterons 
omment 
ette e�
a
ité est a�e
tée par la loi deproposition.Pour 
omprendre la nature des problèmes liés au 
hoix de la loi de proposition, nous allonsnous servir d'un exemple simple. Tout d'abord, 
onstruisons des données arti�
ielles issues d'un
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Figure 3.3 � Les données (en noir) et le modèle (en bleu) utilisé pour évaluer en premièreappro
he l'in�uen
e de la loi de proposition sur l'é
hantillonnage.instrument �
tif quel
onque. Le modèle représentant les données est une fon
tion gaussienne,
M(x,H, σ, µ) , 
ara
térisé par sa hauteur H, sa largeur σ et sa position 
entrale µ. x 
orrespondà l'axe des abs
isses.On simule les perturbations dues au bruit instrumental en perturbant le pro�l idéal
M(x,H, σ, µ) ave
 une variable aléatoire dont la distribution suit une loi normale,

yi =M(xi,H, σ, µ) +N(0, σ2ǫ ) (3.10)On obtient ainsi des données simulées y dont l'allure est représentée Fig.3.3. Chaque paramètreva être 
ara
térisé par une distribution des erreurs gaussienne dont la valeur 
entrale est lavaleur la plus probable de la variable. Nous 
her
hons à établir quelle est la distribution dedensité de probabilité de 
ha
une des variables. On doit don
 
onstruire un 
ritère statistiquedont l'expression dépend des 
ara
téristiques asso
iées au bruit. Pour simpli�er le problème,on �xe la hauteur durant l'é
hantillonnage. Il n'y a ainsi que deux variables, σ et µ, dont lesé
arts types seront notés par la suite φσ et φµ. Le 
ritère statistique est 
onstruit de la mêmemanière qu'au Chap.2.1. Dans le 
as présent, la fon
tion que l'on 
her
he à é
hantillonner n'estrien d'autre que le 
ritère du χ2 (ne pas 
onfondre ave
 la statistique du même nom),
l(y|H,σ, µ) = −

N−1
∑

i=0

(yi −M(xi,H, σ, µ))
2 (3.11)Pour les besoins de notre démonstration, on se pla
e dans le 
as où la loi de proposition q(θ) estune loi normale multivariée de matri
e de 
ovarian
e diagonale. Ce 
as est 
elui qui a été le plusétudié. La transition entre deux états sera intégralement 
ontr�lé par la matri
e de 
ovarian
e. Onnotera σσq et σµq les largeurs 
ara
téristiques de la loi de proposition pour 
ha
une des variables(i.e. les deux termes diagonaux).On observe alors le 
omportement des 2 variables au 
ours de l'é
hantillonnage (20 000itérations), dans 3 situations di�érentes :
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Figure 3.4 � Représentation imagée des trois 
onditions envisagés pour évaluer l'in�uen
e dela varian
e de la fon
tion de proposition normale. Le ratio se réfère au rapport entre les é
artstypes de la loi de proposition et de la fon
tion à é
hantillonner.- Les é
arts types de la loi de proposition (σσq et σµq ) sont pris égaux à 1/10ème des é
artstypes respe
tifs de 
ha
une des variables (φσ et φµ).- Les é
arts types de la loi de proposition sont égaux aux é
arts types respe
tifs de 
ha
unedes variables.- Les é
arts types de la loi de proposition sont 10 fois supérieurs aux é
arts types respe
tifsde 
ha
une des variables.La �gure 3.4 est une représentation graphique des trois situations envisagées. La �gure 3.5représente la manière dont a évolué la 
haine de Markov dans l'espa
e des paramètres 2D 
onstituédes variables σ et µ, pour 
ha
une des situations. Quelque soit le rapport des é
arts types entreloi de proposition et loi é
hantillonnée, on 
onstate qu'il y a deux phases. Dans un premier tempsla 
haine progresse de manière quasi-linéaire vers la position du maximum du 
ritère statistique.Cette phase est nommé Burning phase en anglais (temps de 
hau�age). La 
haine de Markovreste ensuite 
on�née au voisinage du maximum. C'est la phase d'é
hantillonnage proprementdit. En observant plus attentivement le 
omportement de 
ha
une des situations, on remarqueque le 
as où le rapport est de 1/10ème, la 
haine prend beau
oup de temps à 
onverger versle maximum et l'é
hantillonnage une fois au maximum, n'est pas homogène : l'e�et mémoireest relativement fort et la 
orrélation entre la ième itération et les pré
édentes est importante.Dans le 
as où le rapport est de 1, la 
haine 
onverge rapidement et l'é
hantillonnage est trèshomogène. En�n si le rapport est de 10, le nombre de transition est faible et la 
haine restelongtemps à une position donnée de l'espa
e des paramètres. Ce phénomène est plus net sur laFig.3.6. L'é
hantillonnage semble tout de même plus homogène que dans le 
as 1/10ème.On en déduit que lorsque la fon
tion de proposition est une loi normale et que l'on é
han-tillonne une distribution de la même forme bivariée, il existe un régime dans lequel l'é
han-tillonnage doit être optimum. Cette exemple sus
ite plusieurs questions. Existe il un 
ritèresynthétique dé
rivant l'e�
a
ité de la 
haine de Markov ? Qu'en est-il lorsque l'on augmente ladimensionnalité du problème ou lorsque l'on 
hange la forme de la distribution à é
hantillonner ?Les premiers à avoir présenté des réponses 
on
rètes à 
es questions furent G.O. Roberts(Roberts et al. 1994, 1997) et A. Gelman (Gelman et al. 1996). Ils ont montré qu'un pro
essusmarkovien basé sur l'algorithme de Metropolis est analogue à une di�usion de Langevin, dé
rivantle mouvement brownien d'une parti
ule. Ils en ont déduit que lorsque la fon
tion statistique àé
hantillonner est une gaussienne multivariée sphérique (varian
e de 
haque paramètre égales)de dimension d, l'e�
a
ité de l'é
hantillonnage est 
ontr�lée par la vitesse de di�usion dans
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Figure 3.5 � Progression dans l'espa
e des paramètres (2D) d'une 
haine de Markov pour 3largeurs de la loi de proposition. A gau
he, (rapport 1/10ème), la 
haine progresse très lentementdans l'espa
e des paramètres 
ar l'e�et mémoire est important (forte 
orrélation entre pointssu

essifs de la 
haine) et l'é
hantillonnage n'est pas homogène. Au 
entre (rapport 1), l'é
han-tillonnage de la gaussienne est bien meilleur. A droite (rapport 10) la 
haine reste longtempsà la même position dans l'espa
e des paramètres (e�et plus visible sur la Fig.3.6) : le nombred'é
hantillons indépendants est don
 relativement faible.
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Figure 3.6 � Progression dans l'espa
e des parametres (2D) d'une 
haine de Markov pour 3largeurs de la loi de proposition en fon
tion des itérations (i
i pris sur une se
tion longue de5000 é
hantillons). A gau
he (rapport 1/10ème), les é
hantillons sont fortement 
orrélés entreeux. Au milieu (rapport 1), l'é
hantillonnage est homogène. A droite (rapport 10), la 
hainereste longtemps à une position donnée et le nombre d'é
hantillons indépendants est faible (forte
orrélation).
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e des paramètres. Cette vitesse est elle même reliée au taux d'a

eptation (ou a

eptan
erate) de la 
haine de Markov. Celui-
i est dé�ni 
omme le nombre de transitions a

eptées surle nombre de transitions totales. Dans 
es 
onditions, Roberts et al. (1997) ont montré quel'e�
a
ité est maximale lorsque le taux d'a

eptation est voisin de 23.4% pour d→∞ et de 44%pour des problèmes ave
 d = 1. Ce taux est atteint lorsque la matri
e de 
ovarian
e de la loi deproposition est de la forme σ2qId = (φ2/d)Id, Id étant une matri
e identité.L'e�
a
ité d'une 
haine de Markov peut être estimée en déterminant le temps 
ara
téristiquepour que la 
haine "oublie" ses états pré
édents. Idéalement, l'e�et mémoire devrait être limitéà 1 é
hantillon. Dans la pratique, la 
haine de Markov reste un 
ertain temps 
on�née dans unpetit volume d'espa
e et la position à une itération i dépend de la position i − 1 mais aussilégèrement des positions i− 2, i− 3, i− k, ..., i −N (
e qui ne viole pas la propriété d'ergodi
itépuisque 
elle-
i est établit lorsque N → ∞). Comme déjà suggéré pré
édemment, une manièred'estimer l'e�et mémoire de la 
haine 
onsiste à 
al
uler la 
orrélation entre un instant i et lesinstants pré
édents (après suppression de la phase de 
hau�age 
ar naturellement, les positionssont fortement 
orrélées/dire
tionnelles lorsque l'on progresse vers le maximum, 
f. Fig.3.5),
ρ(k) =

1

N

N
∑

k=0

(xi − µ)(xi−k − µ) (3.12)Théoriquement, nous nous attendons à une fon
tion de 
orrélation exponentielle,
ρ(k) = e−| kλ | (3.13)où λ est un nombre 
ara
téristique d'é
hantillons dont se "souvient" la ième itération. L'e�
a
itéde la 
haine, dé�nie 
omme la fra
tion d'é
hantillon indépendant, est estimé par l'expression,
E =

1

1 + 2λ
. (3.14)Si tous les é
hantillons sont indépendants, il n'y pas d'e�et mémoire et l'e�
a
ité est de 100%. Sile pro
essus d'exploration ne dépend en moyenne que de l'iteration pré
édente, alors l'e�
a
itéest de 33%. C'est don
 l'e�
a
ité maximale que peut avoir une 
haine de Markov.La �gure 3.7 représente les fon
tions de 
orrélation pour les trois s
énarii pré
édemment pré-sentés. Les valeurs du nombre d'itérations 
ara
téristique de relaxation λ sont de 380, 6.2 et 25.6pour respe
tivement des rapports d'é
art types de 0.1, 1 et 10. Ce
i 
orrespond respe
tivement àdes e�
a
ités de 0.26%, 13.9% et 3.8%. Il semble don
 plus préjudi
iable d'explorer l'espa
e desparametres en faisant de petits "pas" plut�t que de grands "pas" dans l'espa
e des paramètresà faible dimension.Pour des dimensions de l'espa
e des paramètres 
roissantes, l'e�
a
ité de l'é
hantillonnagedé
roit : le pro
essus de di�usion s'e�e
tue dans un volume d'espa
e toujours plus grand. Ainsi,pour 
onserver une densité volumique d'é
hantillon 
onstante, il faut augmenter leur nombre.Pour �xer les idées, la fra
tion d'é
hantillons indépendant passe de 20% à 1 dimension à 1% pour129 paramètres 4 (
f. Fig.3.8). On peut reprendre l'exemple que nous avons utilisé pré
édemmentpour le montrer. Nous avons modi�é le modèle pré
ité par un peigne de gaussiennes. Le pro
édépour 
réer les données synthétiques est le même que 
elui dé
rit plus haut et la hauteur esten
ore une fois �xée.En jouant sur le rapport entre les termes de varian
es de la matri
e de 
ovarian
e de laloi de proposition et les varian
es des variables, nous avons 
onstruit la �gure 3.8, représentant4. Cela signi�e qu'il faut au moins 20 fois plus d'é
hantillons ave
 129 paramètres qu'à une dimension pourobtenir un é
hantillonage de qualité égale.
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Figure 3.7 � Degré de 
orrélation entre la N ème itération d'une 
haine de Markov et toutes lesitérations pré
édentes, 
al
ulés pour 3 rapports de largeur entre la loi de proposition et de ladistribution visée (appelé ratio i
i).l'e�
a
ité en fon
tion du taux de réje
tion et de la taille de l'espa
e. Le 
omportement observé del'e�
a
ité est bien 
elui dé
rit par divers auteurs de la littérature (Roberts & Rosenthal 2001).En règle générale, lorsque la dimensionnalité du problème est grande, il est admis que l'ef-�
a
ité d'é
hantillonnage est optimale pour un taux d'a

eptation 
ompris entre 15% à 50%,
ar l'e�
a
ité est relativement 
onstante sur 
ette plage. Cependant, 
es estimations ne sontdans l'absolu valides que dans le 
as de lois de proposition et d'intérêt de même forme ave
des variables non 
orrélées (
omme 
'est le 
as dans nos exemples). Dans Roberts & Rosenthal(2001), une étude bien plus approfondie que la notre a été faite. Les auteurs pré
isent que le tauxd'a

eptation idéal peut varier légerement si, par exemple, la fon
tion d'intérêt 
omporte des va-riables dis
retes ou si 
elle 
i est 
onstituée de multiples maxima. Il faut aussi souligner que plusla loi de proposition est di�érente de la distribution d'intérêt (par exemple si on e
hantillonneune gaussienne ave
 une loi de Poisson), plus l'e�
a
ité baisse. Cependant, dans la très grandemajorité des 
as explorés par divers auteurs, la plage optimale du taux de reje
tion est très peua�e
tée. En 
on
lusion, on va supposer durant notre travail que la plage du taux d'a

eptationjugée optimale, l'est aussi dans les problèmes qui nous 
on
ernent.Néanmoins, nous sommes à peine plus avan
és que pré
édemment 
ar trouver le taux optimalde réje
tion né
essite que nous ayons une idée pré
ise de la varian
e des paramètres. Ce qui, àl'ex
lusion des 
as d'é
oles, arrive très rarement. De multiples stratégies ont été avan
ées depuisl'explosion des te
hniques MCMC. La plupart du temps elles né
essitent une adaptation manuellede la loi de proposition sur un prin
ipe essai/erreur. Mais dans les problèmes multi-variés degrande dimension, l'ajustement manuel relève du tour de for
e. Ces dernières années ont vu�eurir une nouvelle 
lasse d'algorithmes MCMC qui 
onstituent à nos yeux la meilleure solution.Cette 
lasse d'algorithmes est appelé "Adaptive Markov Chain Monte-Carlo" (AMCMC). LesAMCMC ont la parti
ularité d'optimiser l'e�
a
ité d'une 
haine de Markov en adaptant le tauxd'a

eptation en 
ontinu durant l'é
hantillonnage.
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Figure 3.8 � Evolution de l'e�
a
ité de l'algorithme en fon
tion du taux de réje
tion pourdi�érents nombre de paramètres sur la base des mesures de λ que nous avons e�e
tuées dansle 
as d'un peigne de fon
tion gaussienne. Les taux optimum signalés dans la littératures sontretrouvés. On remarque aussi une tendan
e à la baisse de l'e�
a
ité de l'algorithme de Metropolisen fon
tion du nombre de paramètres 
onsidérés.
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hantillonnage par Markov Chain Monte-Carlo3.2.3 L'Adaptive Markov Chain Monte-Carlo : un moyen de 
ontr�le auto-matique du taux d'a

eptation/réje
tionPlusieurs auteurs se sont essayés à développer un AMCMC. L'un des plus ré
ent a été dé-veloppé par At
hadé (2006). Il utilise un algorithme sto
hastique de type Robbins-Monro lan
éparallèlement à un algorithme de Metropolis-Hasting-Langevin (MALA pourMetropolis AdjustedLangevin Algorithm). Comparé à un algorithme de Metropolis-Hasting 
lassique (appelé 
om-munément Random Walk Metropolis ou RWM ), le MALA utilise le gradient lo
al de la loi deproposition pour améliorer la vitesse de 
onvergen
e vers le maximum. Pour permettre une adap-tation fa
ile de la loi de proposition, 
elle 
i est prise gaussienne de matri
e de 
ovarian
e Σ. Cetalgorithme, 
ontrairement à la plupart de ses prédé
esseurs, ne présuppose pas la matri
e 
ommeétant diagonale. En 
onséquen
e, après la phase d'apprentissage de la matri
e de 
ovarian
e, leséventuels termes de 
orrélation sont pris en 
ompte, 
e qui peut a

élérer l'é
hantillonnage. Nousnous sommes fortement inspirés de l'algorithme présenté par At
hadé pour é
rire notre 
ode enlangage IDL et allons don
 le dé
rire dans les grandes lignes.A notre 
onnaissan
e, les performan
es de tels algorithmes n'ont pas été intensivement testéesdans les problèmes de grandes dimensions. Or 
e sont 
eux 
i qui nous intéressent au plushaut point dans les problèmes d'analyse de données astérosismiques. De plus, il est signalé parAt
hadé que le MALA a une tendan
e à légèrement sous-estimer la varian
e des fon
tions dedensité de probabilité 
ar le terme de gradient a tendan
e à 
on�ner l'é
hantillonnage autour dumaximum lo
al de la distribution d'intérêt. En�n, nous n'avons trouvé dans la littérature au
uneanalyse du 
omportement du MALA dans des situations où la loi d'intérêt est multimodale. Noussoupçonnons que le terme de gradient peut nuire à l'é
hantillonnage dans 
e 
as, en forçant la
haine de Markov à préférentiellement 
onverger vers le maximum le plus pro
he du point dedépart.Notre obje
tif n'étant pas d'e�e
tuer une analyse des propriétés statistiques 
omplète desalgorithmes MCMC, mais des les utiliser en tant qu'outils d'analyse des modes de pulsationsstellaires, nous avons préféré la pruden
e en restant en terrain 
onnu.En 
onséquen
e, bien que nous ayons é
rit notre 
ode sur le modèle algorithmique proposépar Yves At
hadé, nous l'avons simpli�é pour l'utiliser ave
 un RWM, bien mieux 
onnu que leMALA. Dans 
e qui suit, nous montrerons où 
ette simpli�
ation s'e�e
tue.Dé�nitionsL'appro
he AMCMC de Y. At
hadé 
onsiste à ajouter aux paramètres d'intérêts θ un en-semble d'hyperparamètres Ω 
hargé de l'ajustement de la matri
e de 
ovarian
e. Ce dernier estdé�ni par 3 objets mathématiques :- Un ve
teur µ de dimension N identique à 
elle de θ, tel que |µ| ≤ A1. µ est don
 
ontenuedans une hypersphère de rayon A1.- Une matri
e dé�nie semi-positive Γ (i.e., 〈x|Γ |x〉 ≥ 0) dont la norme (au sens de Frobe-nius) est borné : |Γ| ≤ A1. Sa dimension est N ×N .- Un s
alaire σ tel que σ ∈ [ǫ1, A1].On a don
 Ω = {µ,Γ, σ}. ǫ1 et A1 sont des bornes dont le r�le sera expli
ité plus loin. Pourrappel, la norme de Frobenius est issue du produit s
alaire A ·B =
√

∑

i,j Ai,jBi,j . µ 
orrespondà la moyenne empirique de θ. Plus pré
isément, asymptotiquement, lorsque l'itération t → ∞,
µ(t) doit être égale à la moyenne des é
hantillons de θ. Pour éviter la 
onfusion entre indi
e deséléments des ve
teurs et index des é
hantillons, 
es derniers seront systématiquement notés entreparenthèses. De la même manière, Γ(t) est reliée à la 
ovarian
e empirique des é
hantillons de
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ha
une des variables et σ(t) est un fa
teur d'é
helle modi�ant la matri
e de 
ovarian
e de la loide proposition. Celle 
i est 
onstituée d'une matri
e de 
ovarian
e 
onstruite à 
haque itérationselon le s
héma,
Σ(t) = σ2(t)(Γ(t) + ǫ2Id) = σ2(t)Λ(t), (3.15)où ǫ2 est un s
alaire dé�nissant la quantité 
ara
téristique à utiliser pour réviser la matri
ede 
ovarian
e par une petite matri
e diagonale ǫ2Id. Typiquement ǫ2 = 10−8. Cette étape ne
orrespond pas à l'apprentissage. La matri
e diagonale ajoutée ne sert qu'à s'assurer que lamatri
e est toujours inversible 5 (don
 dé�ni semi-positive). En e�et, les arrondis numériquespeuvent aboutir à des valeurs négatives sur la diagonale, 
e qui est à pros
rire. On s'attend à 
eque pour t → ∞, Λ(t) soit égale à la matri
e des varian
es-
ovarian
es de la loi d'intérêt π(θ).On a omis les a priori et la notation 
onditionnelle pour alléger l'é
riture.Nommons D(θ(t)) la fon
tion 
ontenant le terme de gradient lo
al propre au MALA à la

tème itération du pro
essus d'é
hantillonnage. On l'appelle fon
tion de dérive (drift fun
tion)
ar elle a pour r�le d'orienter l'é
hantillonage a�n d'a

élérer la 
onvergen
e vers la zone dumaximum de probabilité. Dans le 
as d'un MALA (plus pré
isément un MALA tronqué, 
'est àdire pour lequel on limite l'in�uen
e du terme de gradient) une expression 
ouramment utiliséde la fon
tion de dérive est
D(θ(t)) =

δ

max
{

δ,
∣

∣∇ln π(θ(t))
∣

∣

}∇ln π(θ(t)). (3.16)
δ dé�nit le seuil à partir duquel on 
ommen
e à limiter le terme de gradient ∇ln π(θ(t)). La loide proposition s'é
rit formellement,

q(θ(t)) = N

(

θ(t) +
Σ(t)

2
D(θ(t)), Σ(t)

) (3.17)Ce qui signi�e que la mise à jour des paramètres s'e�e
tue selon le s
héma,
θ(t+1) = θ(t) +

Σ(t)

2
D(θ(t)) +N(0, Σ(t)). (3.18)On fera remarquer que lorsque D(θ(t)) ≡ 0 (imposé nul), l'algorithme MALA est stri
tementéquivalent au RWM Metropolis-Hasting.De manière similaire au Chap.3.2.1, α(θ(t+1),θ(t)) désignera la probabilité de transition 6entre la position t et t+1. Lorsque D(θ(t)) ≡ 0, la loi de proposition (gaussienne) est symétriqueautrement dit, q(θ(t+1)|θ(t)) = q(θ(t)|θ(t+1)). L'algorithme est dit de Metropolis et l'Eq.3.9s'é
rit dans notre 
ontexte,

α(θ(t+1),θ(t)) = min

{

1,
π(θ(t+1))

π(θ(t))

} (3.19)Cette situation parti
ulière 
orrespond à l'algorithme de Metropolis originel, avant que Hastingne le généralise à n'importe quelle 
lasse de loi de proposition.Notre implémentation se pla
e dans 
ette 
ondition parti
ulière où la fon
tion de dérive
D(θ(t)) n'est pas pris en 
ompte. Dans la suite nous ne reparlerons plus de 
e terme : sa valeursera impli
itement nulle pour alléger l'é
riture. On soulignera que si à l'avenir, nous souhaitions
hanger d'avis, les modi�
ations à e�e
tuer sur le 
ode sont mineures.5. La matri
e des 
ovarian
es doit être inversé pour 
onstruire la 
omatri
e des 
ovarian
es et permettre dansla pratique le tirage aléatoire.6. Il ne faut pas oublier que 
et probabilité est i
i dépendante des hyperparamètres σ(t) et Λ(t).
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hastique de Robbins-MonroAvant d'expli
iter l'algorithme adaptatif que nous avons utilisé, il 
onvient de dé
rire 
e qu'estun algorithme de gradient sto
hastique de Robbins-Monro (Robbins & Monro 1951). Robbins H.et Monro S. ont proposé un s
héma itératif pour re
her
her les solutions d'une fon
tion bruitée.L'idée 
onsiste à re
her
her le ou les zéro(s) d'une fon
tion H(β, x) qui dépend du paramètre βet bruitée par la variable aléatoire x. I
i on re
her
he plus exa
tement < H(β0, x) >x= 0, 
'est àdire la position moyenne de l'interse
tion ave
 l'abs
isse de la fon
tion. Cette re
her
he s'e�e
tuegrâ
e au s
héma numérique itératif,
β(t+1) = β(t) + γ(t)H(β(t), x(t)) (3.20)qui est un s
héma numérique possible de l'équation,

dβ(t)

dt
= H(β(t), x(t)). (3.21)Pro
he de la solution β ≈ β0 et,
dβ(t)

dt
≃ 0. (3.22)Un des gros avantages de 
e type d'algorithme est qu'il est séquentiel et don
 utilisable surdes données a
quises en temps réel : seule la dernière valeur peut-être retenue et toutes les autresoubliées.Le 
ara
tère sto
hastique de la re
her
he est dû à la nature bruitée des valeurs xt, 
e quijusti�e le nom de re
her
he par gradient sto
hastique. γ(t) est un s
alaire dont la valeur dé
roit nitrop lentement ni trop rapidement (à ajuster manuellement) de manière monotone d'une itération

t sur l'autre. C'est le 
oe�
ient d'amortissement du pro
essus d'apprentissage. Les propriétés de
onvergen
e sont étroitement liées à 
e dernier paramètre. Il faut que,
limN→∞γ(t) = 0 (3.23)

∞
∑

N=1

γ(t) = ∞ (3.24)
∞
∑

N=1

γ2(t) < ∞. (3.25)La première 
ondition (Eq.3.23) garantit que les 
orre
tions apportées par le terme H(β(t), x(t))dé
roissent en magnitude de telle sorte que le pro
essus 
onverge vers une valeur �nie. La se-
onde 
ondition (Eq.3.24) garantit que le 
oe�
ient d'amortissement est su�samment grandpour qu'une solution soit trouvée. En�n la dernière 
ondition (Eq.3.25) permet de s'assurerque les �u
tuations sto
hastiques de H(β(t), x(t)) sont modérées (bruit de varian
e �ni) de tellesorte que 
elles 
i ne viennent pas perturber trop fortement la solution stationnaire à l'arrêt del'apprentissage.Au fur est à mesure que le terme γ(t) dé
roit, le terme de perturbation γ(t)H(β(t), x(t)) (demoyenne selon β(t) et x(t) nulle) est réduit et l'algorithme 
onverge vers la solution re
her
hée.Asymptotiquement, lorsque γ(t) → 0, nous atteignons l'état stationnaire pour β, solution del'optimisation. On a représenté s
hématiquement la manière dont 
onverge le pro
essus sur laFig.3.9.Les équations 3.31a, 3.31b, 3.31
 de la phase d'apprentissage de notre algorithme utilisent l'al-gorithme de Robbins-Monro. Par exemple, pour ajuster le paramètre σ à sa valeur optimale σopt
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Figure 3.9 � Représentation s
hématique de la façon dont 
onverge un algorithme de Robbins-Monro vers le zéro du 
ritèreH(β, x). Sur la gau
he on a représenté la dépendan
e deH(β, x) vis àvis de t et de β. L'enveloppe verte délimite le volume d'espa
e exploré au fur et à mesure que 
roitle nombre d'é
hantillons t. La surfa
e limite du volume est 
ontr�lée par γt. Asymptotiquementla valeur 
onverge vers l'optimum dé�ni par les 
oordonnées {β0, < H(β0, x) >x= 0}. L'en
adréreprésente une proje
tion de la �gure de gau
he. Les di�érentes valeurs obtenues des é
hantillonssont dispersées autour de la fon
tion < H(β, x) >x du fait du 
ara
tère sto
hastique de x. Siles 
onditions de 
onvergen
e sont remplies, lorsque t >> 0, les é
hantillons seront 
on
entrésautour de l'optimum. Dans 
e type de pro
essus, seule la dernière valeur obtenue est retenue.
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hantillonnage par Markov Chain Monte-Carloon utilise la fon
tion 
oût H(σ(i+1),θ(i+1)) = α(θ(i+1),θ(i))− τ , τ étant le taux idéal d'a

ep-tation des é
hantillons 7. La dépendan
e à σ du terme de droite est 
a
hée dans α(θ(i+1),θ(i)).I
i 
'est l'algorithme MCMC qui fournit les valeurs aléatoires x ≡ θ.On voit i
i que l'on 
her
he à réduire l'é
art entre la valeur re
her
hée τ et la valeur mesurée
α(θ(i+1),θ(i)). Ce
i sera rappelé lorsque sera présenté l'algorithme d'apprentissage.Ce type d'algorithme sto
hastique a été utilisé par plusieurs auteurs pour optimiser automati-quement les AMCMC. Il 
onvient de pré
iser que le 
ouplage d'un algorithme de Robbins-Monroave
 un MCMC ne garantit pas for
ément la propriété d'ergodi
ité du MCMC. Autrement dit,l'ajout de l'hyperparamètre β modi�e les propriétés de 
onvergen
e de la 
haine de Markov :la solution stationnaire n'est plus for
ément la distribution d'intérêt. La grande majorité desauteurs re
ommandent don
 l'arrêt de la phase d'apprentissage au bout d'un nombre d'itérationsu�samment élevé (à déterminer empiriquement). Une des
ription plus 
omplète de la méthoded'approximation sto
hastique appliquée à diverses MCMC peut être trouvée dans Andrieu &Robert (2001).L'algorithmeLe module 
hargé de la réa
tualisation des valeurs des hyper-paramètres Ω répond à l'algo-rithme suivant.A une itération j du pro
essus d'é
hantillonnage, on initialise le jeu d'hyper-paramètres,
Ω(j) =

{

µ(j),Γ(j), σ(j)
}. Puis pour toutes les itérations i suivantes (i ≥ j) on pro
ède 
ommesuit,1/ On in
rémente la matri
e Λ(i) pour améliorer la stabilité de l'algorithme (matri
e toujoursinversable),

Λ(i) = Γ(i) + ǫ2Id. (3.26)2/ On propose une nouvelle position Y(i+1) dans l'espa
e des paramètres, générée en fon
tionde l'an
ienne θ(i) et de la loi de proposition q(θ(i)),
Y(i+1) = θ(i) +N(0, σ2(i)Λ(i)). (3.27)3/ On exé
ute l'algorithme de Metropolis-Hasting proprement dit.

◮ On génère un nombre aléatoire u dont la distribution statistique est uniforme,
u ∼ U [0, 1] (3.28)

◮ Si u ≤ ασ(i),Λ(i)
(Y(i+1),θ(i)) alors on a

epte la position proposée,

θ(i+1) = Y(i+1) (3.29)Sinon on la rejette,
θ(i+1) = θ(i) (3.30)4/ On réa
tualise 
ha
un des hyperparamètres 
ontr�lant l'e�
a
ité de l'é
hantillonnage se-lon un s
héma de Robbins-Monro 8. C'est la séquen
e d'apprentissage proprement dite,

µ(i+1) = p3(µ)(µ(i) + γ(i)(θ(i+1) − µ(i))) (3.31a)7. On rappelle que le terme σ est le paramètre d'é
helle de la matri
e de 
ovarian
e Σ(t) = σ2
(t)Λ(t).8. Ave
 la notation de Dira
, 
onstruire un espa
e ve
toriel se note |x〉 〈y|. Par exemple ave
 x = y = (a, b)on obtient une matri
e 
arré : |x〉 〈y| = (

a2 ab

ab b2

)
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Γ(i+1) = p2(Γ)(Γ(i) + γ(i)(

∣

∣θ(i+1) − µ(i)

〉 〈

θ(i+1) − µ(i)

∣

∣− Γ(i))) (3.31b)
σ(i+1) = p1(σ)(σ(i) + γ(i)(α(Y(i+1),θ(i))− τ̄)). (3.31
)5/ On in
rémente i et on retourne à l'étape 1,

i← i+ 1 (3.32)L'étape 4 né
essite d'être dé
rite plus en profondeur. A 
elle-
i, l'algorithme de Robbins-Monro est utilisé pour minimiser l'é
art entre les deux premiers moments (Eq. 3.31a et Eq.3.31b) de la loi de proposition et de la distribution d'intérêt (moyenne et 
ovarian
e). L'idée,relativement intuitive, 
onsiste à essayer d'obtenir une approximation de la distribution d'intérêt.Comme signalé au Chap.3.2.2, la qualité de l'é
hantillonnage dépend aussi du taux d'a

eptation.En 
onséquen
e, l'é
art entre un taux "
iblé" supposé optimal τ̄ et la probabilité de transition,
onstitue le troisième 
ritère utilisé par l'algorithme (Eq. 3.31
). Pour rappel, le taux optimal est
τ̄ = 0.234 dans le 
as d'une distribution d'intérêt gaussienne. Plus généralement, on 
onsidèrequ'un taux d'a

eptation 
ompris entre 0.5 et 0.18 est optimal.On remarque aussi 3 termes, p1(σ), p2(Γ), p3(µ), qui n'ont pas en
ore été dé�nis. Ce sontdes fon
tions permettant de borner l'espa
e d'exploration des hyperparamètres Ω. En se référantaux ensembles de dé�nition dé
rits au Chap.3.2.3, on a,

p1(σ) = σ si ǫ1 ≤ σ ≤ A1

= ǫ1 si σ < ǫ1

= A1 si σ > A1. (3.33)
p2(Γ) = Γ si Γ ≤ A1

=
A1

|Γ|Γ sinon. (3.34)
p3(µ) = µ si µ ≤ A1

=
A1

|µ|µ sinon. (3.35)Les bornes ǫ1 et A1 sont en fait peu 
ontraignantes mais né
essaires pour garantir l'ergodi
itéde l'algorithme (ou tout du moins sa démonstration). On s'assure don
 que la borne A1 estsu�samment grande (typiquement on a pris A1 = 1010) et ǫ1 su�samment petit (ǫ1 = 10−8).Lors des di�érentes utilisations que nous avons fait de l'algorithme, nous avons dé�ni τ̄ = 0.27.L'approximation obtenue du taux d'a

eptation n'est pas toujours parfaite : elle dépend de lavaleur initiale de la 
onstante de 
ouplage c0 = γi=0, de la vitesse de dé
roissan
e 
hoisie de γiet du nombre d'itérations ayant servi à l'apprentissage (idéalement in�ni). Y. At
hadé supposeque d'une manière générale, on peut prendre γi = c0/i
λ, ave
 λ ∈ [1/2, 1] et c0 > 0 de tellesorte que ∑i γi =∞ (
f. 
ondition de 
onvergen
e de l'algorithme de Robbins-Monro, Eq.3.24).Il re
ommande 
ependant d'utiliser λ = 1, re
ommandation que nous avons suivie.En fon
tion du nombre de paramètres d'intérêt que nous utilisions, nous avons remarqué qu'ilétait né
essaire d'ajuster c0. Typiquement, nous utilisons c0 = 2 pour des problèmes de grandedimension, (i.e. dim(θ) & 30) et plut�t c0 = 5 à c0 = 10 dans les 
as de moindre dimension.On fera remarquer que l'ergodi
ité est véri�ée pour 
et algorithme. Néanmoins, nous avonstout de même préféré dé
oupler la phase d'apprentissage de la phase d'é
hantillonnage et 
e pourune raison assez simple. Nous avons 
onstaté qu'à nombre d'é
hantillons égal, l'ajout des hyper-paramètres de 
ontr�le du taux d'é
hantillonnage 
on�nait la 
haine de Markov au voisinage dumaximum de la distribution d'intérêt (sous estimation de la varian
e des paramètres). Ce qui
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hantillonnage par Markov Chain Monte-Carlosigni�e que l'exploration de l'espa
e des paramètres se fait bien plus lentement (Cf. Chap.3.2.2,partie traitant de l'e�
a
ité des MCMC). En e�et, nous ajoutons un nombre important deparamètres à ajuster. Typiquement, pour un problème de dimension 50, le nombre total d'hyper-paramètres indépendant est de l'ordre de la 
entaine 9. Une fois le taux optimal raisonnablementappro
hé, il 
onvient don
 de 
ouper l'apprentissage.Il est inutile durant les premières itérations de lan
er l'apprentissage. En e�et, on se situe engénéral initialement assez loin du maximum de probabilité et le taux d'a

eptation est anormale-ment élevé au début. Typiquement, nous ne 
ommençons la phase d'apprentissage qu'au bout de
j = 800 itérations. Le temps auquel l'apprentissage est arrêté dépend du nombre de paramètres(valeur typique de 1 à 1.5 millions d'itérations pour 80-120 variables).Pour 
on
lure, l'algorithme adaptatif d'é
hantillonnage de Monte-Carlo par 
haine de Markovprésenté i
i permet de réduire drastiquement le nombre de paramètres de 
ontr�le de la 
hainede Markov. En e�et, nous avons substitué la matri
e de la loi de proposition 
ontenant N × Néléments par 1 unique paramètre de 
ontr�le : la 
onstante de 
ouplage c0. Même si le tempsd'apprentissage né
essaire peut se révéler très long, dans les problèmes de très grande dimension
N , le gain de temps 
omparé à un ajustement manuel de la matri
e de 
ovarian
e est 
onsidérable.Il faut toutefois être relativement prudent sur le résultat de l'apprentissage 
ar si la loid'intérêt est fortement multimodale ave
 des maxima éloignés, alors l'apprentissage peut êtreimparfait. En e�et, prenons l'exemple d'un 
ritère statistique 
onstitué de 2 maxima lo
auxfortement pronon
és et disjoint. Une fois que la 
haine de Markov a 
onvergé vers l'un ou l'autredes maxima de probabilité, l'apprentissage va se faire en a

ord ave
 la varian
e dudit maximumlo
al. Malheureusement dans 
e 
as, il est très fortement probable que la probabilité de transitiond'un maximum à l'autre soit quasi nulle. Il faut don
 trouver un moyen de fa
iliter le transitentre maxima.

Figure 3.10 � Exemple de 
ritère statistique ave
 2 maxima de densité de probabilité, dans unespa
e 2D. Le 
as d'un é
hantillonnage par 
haine de Markov est représenté par des 
roix rougeset ar
s bleus. Un pro
essus de re
her
he du maximum par des
ente de gradient est représentépar la ligne pointillé rouge. Ce dernier 
onvergera vers l'un ou l'autre des maxima en fon
tion duve
teur initial de paramètre. L'e�
a
ité d'un algorithme de Metropolis-Hasting peut être mis àrude épreuve si les deux maxima de densité de probabilité sont très éloignés.9. Le nombre d'hyperparamètres indépendant est donné par Dim(Trace(Γ)) +Dim(µ) + 1. Les termes non-diagonaux de la matri
e ne sont pas indépendants puisqu'ils sont obtenus par des produits 
roisés.
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on�nement dans des maxima lo
aux du 
ritère statistiquePlusieurs solutions ont été proposées pour éviter le 
on�nement de la 
haine dans un maxi-mum lo
al mais 
'est sans 
onteste le parrallel tempering (re
uit parallèle en français) qui a eule plus de su

ès. Cette appro
he a été introduite pour la première fois par Swendsen & Wang(1986) et formalisé par Geyer (1991) et Jennison (1993), elle emprunte sa terminologie à la phy-sique 
ar l'idée originale était fortement inspirée de la physique/
himie atomique (modèle de spind'Ising par exemple) et de nos jours 
ouramment appliquée en biologie molé
ulaire (modèles deprotéines). Pour 
omprendre la philosophie du parrallel tempering et familiariser le le
teur à 
ettenotion, nous allons nous servir de deux exemples analogues issus de la physique/
himie/biologieet où les TMCMC (pour Tempered MCMC ) sont 
ouramment utilisés.Etats ro-vibrationnels d'une molé
ule. Une molé
ule peut être vue 
omme un ensemble or-ganisé d'atomes en intera
tion. Ce système physique peut vibrer, subir des rotations/torsions ouse disloquer. Les molé
ules disposent don
 de plusieurs états stables possibles 
orrespondant à au-tant de 
on�gurations spatiales. Les transitions entre états se font par absorption/ré-émission dequantum d'énergie. Ces di�érents états ro-vibrationnels sont quanti�és et les di�érentes 
on�gu-rations spatiales d'une molé
ule peuvent parfois être séparées par de forte barrières de potentiel.C'est notamment le 
as des protéines où à 
ertaines températures 
ritiques d'un gaz molé
ulaire,des transitions de phases se produisent, 
orrespondant à des 
hangements de géométrie molé
u-laires majeurs. La dislo
ation d'une molé
ule n'est qu'une de 
es transitions de phase possibles.Les biologistes utilisent 
ouramment les 
haines de Markov tempérées pour mettre en éviden
eles di�érents états stables possibles des protéines en fon
tion de la température (voir par exempleLin et al. (2003)), 
ar l'appli
ation des 
haines de Markov est simple et intuitive dans 
e domaine.Modèle d'Ising. Le modèle d'Ising est un modèle simple permettant d'expliquer (entre autre)les propriétés magnétiques de 
ertains matériaux. On 
onsidère un réseau de dip�les magnétiquesne pouvant se trouver que dans deux 
on�gurations possibles, 
ara
térisés par des momentsmagnétiques +M et −M . En dessous d'une température 
ritique Tc 
e réseau verra tous sesdip�les orientés dans la même dire
tion (+M ou −M) et le matériaux est alors ferromagnétique(présen
e d'un 
hamp magnétique permanent en l'absen
e de toute in�uen
e extérieure). Au delà,à 
ause de l'agitation thermique, les dip�les s'orientent aléatoirement et le moment magnétiqueglobal du matériau est nul en l'absen
e d'in�uen
e extérieure. Comme expliqué plus loin, 
e typede transition peut être dire
tement mis en éviden
e par le parrallel tempering.Ave
 
es des
riptions, on se rend 
ompte que les transitions entre état éloignés du systèmed'intérêt sont plus fa
iles à haute température qu'à basse température : La température abaisseles barrières de potentiel (Cf. Fig.3.11). Dans le 
as du modèle d'Ising, elle permet un mélangedes états individuels des dip�les augmentant de manière abrupte (e�et de seuil) l'entropie. Or,lors d'un é
hantillonnage d'une loi d'intérêt nous 
her
hons à é
hantillonner toute la fon
tionet don
, nous souhaitons nous a�ran
hir des barrières de potentiels éventuelles. L'idée maîtresse
onsiste don
 à altérer la distribution d'équilibre en introduisant une dépendan
e à la tempé-rature. Le parrallel tempering 
onsiste alors à intervertir 
ontinuellement durant le pro
essusd'é
hantillonnage, deux é
hantillons de deux 
haines (généralement mitoyennes) k et l (
hoisiesau hasard), ave
 une probabilité αswitch. Le fait d'intervertir de manière probabiliste deux 
hainesde températures di�érentes s'apparente à un e�et tunnel en physique (Katzgraber et al. 2006).En reprenant la pensée de Metropolis (Cf. Chap.3.1.2), on é
rira don
 la probabilité d'intervertir
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Figure 3.11 � Illustration de l'e�et du parrallel tempering sur une distribution d'intérêt multi-modale. Plus le paramètre température est élevé, plus on abaisse les barrières de potentiel entreles di�érents maxima de la distribution d'intérêt. Les transitions entre vallées et 
reux de lafon
tion 
oût sont plus fa
iles à haute température. le parrallel tempering 
onsiste à se servirde 
ette propriété en mélangeant régulièrement les é
hantillons d'une 
haine de température Tkave
 
eux de la 
haine voisine, plus 
haude (Tk+1). Ce pro
édé de mélange s'apparente à un e�ettunel.deux positions {Ek, βk} et {El, βl} 
omme
p({Ek, βk} −→ {El, βl}) = min

[

1, e∆β∆E
]

, (3.36)Ave
 β l'inverse de la température : βk = 1/Tk. La température de la 
haine de Markov devientdon
 une variable supplémentaire 10. ∆β et ∆E sont dé�nies 
omme,
∆β = βl − βk (3.37)

∆E = El − Ek (3.38)Si on souhaite a
quérir une vision plus formelle des analogies possibles entre physique et late
hnique du parrallel tempering on pourra se référer Earl & Deem (2005).D'un point de vue statistique, on é
rira que la probabilité d'a

epter ou non un mélange de
haines à l'itération i entre deux 
haines tempérées mitoyennes k et k + 1 
omme
αswitch(θ

k+1
(i) ,θk

(i)) = min{1,
πk(θ

k+1
(i) |y,M, I)πk+1(θ

k
(i)|y,M, I)

πk(θ
k
(i)|y,M, I)πk+1(θ

k+1
(i) |y,M, I)

}. (3.39)Moyennant les 
hangement de variables adéquat l'Eq.3.39 est stri
tement équivalentel'Eq.3.36. Les termes de la forme πk(θk
(i)|y,M, I) représentent les lois d'intérêts tempérées (aposteriori) utilisées lors de l'é
hantillonnage à température Tk. Dans la pratique, 
omme les apriori 
onstituent l'information minimale dont on dispose, les distributions a priori asso
iéesne doivent pas être a�e
tées par la température. En somme, seul le terme de vraisemblan
e est10. On rappelle que dans l'analogie utilisé par Metropolis, ∆E 
orrespond à l'énergie né
essaire pour transiterd'un état à un autre.
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haine la plus froide T1 = 1/β1 = 1, 
orrespondantpar dé�nition à la distribution a posteriori d'intérêt (πk=1(θ
k
(i)|y,M, I) = π(θ(i)|y,M, I)), on a

πk(θ
k
(i)|y,M, I) ∝ π(y|θk

(i),M, I)βkπ(θ(i)|M, I). (3.40)A température in�nie, la vraisemblan
e "
hau�ée" π(y|θk
(i),M, I)βk est une fon
tion tota-lement plate (égale à 1) et dépourvue de maxima : Les mouvements dans un tel espa
e sonttotalement libres et d'un point de vue physique 
ela signi�e que l'énergie né
essaire pour se dé-pla
er d'un point A à un point B de l'espa
e des paramètres est nulle (il n'y a plus de barrièrede potentiel). La loi a posteriori πk(θk

(i)|y,M, I) est alors égale à l'a priori.Dans la pratique, le nombre de 
haines de Markov parallèles est dis
ret et il est légitimede se demander quel est le meilleur nombre m et la meilleure distribution en température T =
{T1, T2, ..., Tm} à adopter. En e�et même si le parrallel tempering se prête fa
ilement au 
al
ulparallèle (sur plusieurs CPU), le temps de 
al
ul sur un pro
esseur est proportionnel au nombrede 
haines utilisées.

Figure 3.12 � Un des résultats obtenu dans l'arti
le de Katzgraber (2006) pour un modèleferromagnétique d'Ising. On y montre les 
onséquen
es du 
hoix d'une loi géométrique pour laloi de température. Il est évident que dans 
e genre de situation, le 
hoix de loi géométrique n'estpas approprié puisqu'à la température 
ritique le taux de permutation A(T ) (l'équivalent de notre
αswitch) de 
haine tombe à 0 : la loi géométrique n'est pas e�
a
e à la température 
ritique de
hangement d'état. L'en
art montre le taux de permutation en fon
tion de la température pourdi�érente valeur de la taille L de la boite de dip�les, dans le 
as optimisé.Les appro
hes plus 
onventionnelles supposent que la loi en température T = f(k) ∀k ∈ [1,m]est obtenue lorsque la probabilité de transition entre deux 
haines de Markov tempérées k et k+1est 
onstante. Alors, une approximation raisonnable de T = f(k) est une loi géométrique Cristianet al. (2004) du type Tk = λk. Cependant, si il existe une transition de phase violente tel que
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hantillonnage par Markov Chain Monte-Carlodans les modèles (ferromagnétiques) d'Ising, 
ette loi est 
aduque 
ar il existera alors un goulotd'étranglement (bottlene
k) à la température de transition de phase (
f. Fig.3.11 et Fig.3.12 pourune illustration dans le 
as du modèle d'Ising). Néanmoins nous pensons que dans le 
adre desappli
ations que nous faisons des TMCMC, les transitions de la sorte ne sont pas signi�
atives :les multimodalités de la distributions d'intérêts ne sont pas trop pronon
ées ni trop nombreuses.

Figure 3.13 � Un des résultats obtenu dans l'arti
le de Katzgraber (2006) pour un modèle ferro-magnétique d'Ising. On y montre la di�usivité lo
al D(T ) du pro
essus d'exploration de l'espa
epar des 
haines de Markov tempérées en fon
tion de la température T (i
i T est une grandeurpouvant être interprétée physiquement), après optimisation par son algorithme d'ajustement au-tomatique de la distribution des températures. Les di�érents symboles et 
ouleurs représententle nombre de dip�les par 
oté d'une boite pour un modèle d'Ising 2D. Il y L2 dip�les par boite.On voit 
lairement que dans un tel modèle physique, il existe une température 
ritique à partirde laquelle le réseau de dip�les 
hange brutalement de stru
ture : On passe d'une phase d'ordremagnétique à basse température (tous les dip�les orientés dans le même sens et le milieu est ma-gnétique) à une phase paramagnétique (les dip�les sont orientés dans des dire
tions aléatoire etla magnétisation du milieu est perdu en dehors de l'in�uen
e d'un 
hamp magnétique extérieur).
3.2.5 Comparaison de modèles ave
 un algorithme MCMC tempéréUn autre des avantages majeur du parrallel tempering est de permettre théoriquement le
al
ul exa
t de la probabilité d'un modèle. En e�et, 
omme montré par Gregory (2005b), uneappro
he Bayésienne 
omplète né
essite le 
al
ul du fa
teur de Bayes BM1,M2 pour déterminerle 
oe�
ient 
on
urrentiel,

BM1,M2 =
P (y|M1, I)

P (y|M2, I)
, (3.41)
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e (ou global likelihood) de 
ha
un des modèles. Ene�et, via la règle de Bayes, le 
oe�
ient 
on
urrentielle s'é
rit,
OM1,M2 =

P (M1|y, I)
P (M2|y, I)

=
P (M1|I)
P (M2|I)

BM1,M2 . (3.42)En règle générale, nous n'avons pas de 
onnaissan
e a priori quantitative sur 
ha
un desmodèles. Dans 
e 
as, on impose naturellement P (M1|I) = P (M2|I) = 1/2.La 
omparaison de modèle dans un espa
e des modèles dis
ret de taille Nmod s'é
rit,
PR(Mj |y, I) =

P (y|Mj , I)P (Mj |I)
∑Nmod

i=1 P (y|Mi, I)P (Mi|I)
(3.43)

=
1

1 +
∑Nmod

i=1 O−1
Mj ,Mi

(3.44)Cette équation est simplement une généralisation de l'Eq.2.10.Les termes d'eviden
e sont obtenus par intégration sur tous les paramètres de la loi jointe,
P (y|Mi, I) =

∫

ψ(θ, y|Mi, I)dθ =

∫

π(y|θMi, I)π(θ|Mi, I)dθ. (3.45)Cette opération est dénommé marginalisation. Sous 
ette forme, l'intégrale n'est pas utilisableen pratique 
ar nous ne disposons que du logarithme des probabilités (log-probabilités) 
onnus àune 
onstante près. Dans la suite, nous allons la modi�er pour faire apparaitre expli
itement leparamètre β = 1/T et montrer que le 
al
ul de la log-probabilité ln P (y|Mi, I) n'est rien d'autrequ'un 
al
ul de moyenne sur β de log-quantités.Soit une fon
tion de partition Z(β) 
orrespondant à l'intégrale de la loi jointe de 
ha
unedes 
haines de Markov parallèle,
Z(β) =

∫

π(θ|Mi, I)π(y|θ,Mi, I)
βdθ

=

∫

eln π(θ|Mi,I)+βlnπ(y|θ,Mi,I)dθ (3.46)La dérivée de 
ette fon
tion s'é
rit,
d

dβ
Z(β) =

∫

d

dβ
eln π(θ|Mi,I)+βlnπ(y|θ,Mi,I)dθ

=

∫

π(θ|Mi, I)ln π(y|θ,Mi, I)π(y|θ,Mi, I)
βdθ. (3.47)En utilisant la relation d

dβ ln Z(β) =
1

Z(β)
d
dβZ(β) et en la 
ombinant ave
 l'équation pré
édente(Eq.3.47) on obtient,

d

dβ
lnZ(β) =

∫

ln π(y|θ,Mi, I)π(θ|Mi, I)π(y|θ,Mi, I)
βdθ

∫

π(θ|Mi, I)π(y|θ,Mi, I)βdθ
. (3.48)On remarque que 
ette fon
tion est de la forme ∫

g(θ)f(θ, β)dθ/
∫

f(θ, β)dθ, 
e qui 
orrespondà la dé�nition d'une moyenne de g(θ) ≡ ln π(y|θ,Mi, I), pondérée par une fon
tion de β. Parla suite, on appellera < lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|β (moyenne selon θ et à β donné) 
ette moyennepondérée.
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hantillonnage par Markov Chain Monte-CarloOn fera remarquer que dans la limite où N → ∞, 
e terme 
orrespond à une estimée de
ln π(y|θ,Mi, I) et 
e indépendamment de β. C'est une autre manière de dire que tous les étatspossibles de l'espa
e des paramètres ont été visités au bout d'un temps in�ni (propriété d'ergo-di
ité garantie) et 
e, quelque soit la température utilisée.Nous ne disposons malheureusement pas d'un nombre d'é
hantillons in�ni et il nous fautsupprimer toute dépendan
e à la température et utiliser pleinement tous les é
hantillons quenous avons à notre disposition. Pour 
ela on somme selon β la fon
tion < lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|β,
e qui nous amène à ré-é
rire le terme de gau
he de l'Eq.3.48 sous forme intégrée,

∫ 1

0
dlnZ(β) = ln Z(β = 1)− ln Z(β = 0) (3.49)

=

∫

< lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|β .dβ.Les bornes de l'intégrale β = 1 et β = 0 sont déduites dire
tement des 
onditions aux limiteset de la relation β = 1/T . La distribution d'intérêt 
orrespond à β = 1 et β = 0 
orrespond à la
haine tempérée T →∞.Il ne nous reste plus qu'à expli
iter les termes Z(β = 0) et Z(β = 1) pour aboutir. Enreprenant l'Eq.3.46 on a simplement,
Z(β = 0) =

∫

π(θ|Mi, I)dθ (3.50)
Z(β = 1) =

∫

π(θ|Mi, I)π(y|θ,Mi, I)dθ ≡ π(y, |Mi, I). (3.51)On remarquera que Z(β = 1) 
orrespond au terme intégral que nous 
her
hons à 
al
uler.
Z(β = 0) 
orrespond à l'intégrale de l'a priori. On retrouve don
 
e que nous disions de ma-nière qualitative quelques pages pré
édentes lorsque nous introduisions la notion de parralleltempering : à haute température, l'a priori domine vis à vis de la vraisemblan
e tempérée.A 
ondition que les a priori soient normalisés (et normalisables), alors Z(β = 0) = 1 et onaboutit à une relation relativement simple,

ln π(y|Mi, I) = ln Z(β = 0) +

∫

< lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|β (3.52)
=

∫

< lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|βOn traite ave
 des grandeurs dis
rètes. Réé
rivons les grandeurs d'intérêts de manière appro-priée :
< lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|β≅

1

N

∑

t

ln π(y|θ(β)
t ,Mi, I). (3.53)

ln π(y|Mi, I) ≅
∑

k

< lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|βk
. (3.54)Ave
 
es deux dernières relations, nous voyons que la pré
ision du résultat de l'estimationdépendra à la fois du nombre d'é
hantillons et du nombre de 
haines parallèles. Pour obtenir unepré
ision relativement bonne (mais non quanti�ée ( !)) sur l'Eq.3.54, Gregory (2005b) proposed'e�e
tuer une interpolation quadratique de ln π(y|Mi, I). Le gros défaut de 
ette appro
he estd'être dans l'in
apa
ité de fournir une barre d'erreur sur l'estimé des probabilités. Lorsque nousutilisons les Eq.3.53 & 3.54, il faut être relativement prudent et s'assurer que :
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Figure 3.14 � Exemple de moyen de diagnostique de la 
haine de Markov : Lorsque l'étatstationnaire est atteint, la moyenne �ottante de la vraisemblan
e/probabilité est stable dans letemps. La phase de 
hau�age se situe entre 0 et 100 itérations i
i. Les �u
tuations autour del'état stationaire ne sont pas visible sur 
e graphe pour des raisons d'é
helles.1/ La distribution en température est su�samment représentative de la fon
tion <
lnπ(y|θ,Mi, I) >θ|βk

. Autrement, on peut être 
onfronté aux problèmes de goulot d'étran-glement exposé au Chap.3.2.4.2/ La distribution stationnaire est atteinte pour 
ha
une des distributions a posteriori é
han-tillonnée (i.e. à toutes les températures β).3/ Le nombre d'é
hantillon est représentatif pour 
ha
une des distributions a posteriorié
hantillonnés (
e qui présuppose que la 
ondition (2) soit remplie).Sur 
e point nous arrivons aux limites de l'algorithme de Metropolis-Hasting et du par-ralel tempering. Certi�er que la distribution stationnaire est atteinte est relativement déli
at,voire impossible 
omme l'ont souligné Brooks & Roberts (1998) ou en
ore Cowles & Carlin(1996). Certains outils de diagnostiques parfois relativement 
omplexes permettent de s'assurerque l'é
hantillonnage est représentatif. Dans notre 
as, pour s'assurer que la distribution sta-tionnaire était atteinte, nous nous sommes basés sur les graphes présentant la log-probabilité enfon
tion des index d'é
hantillons (
f. Fig.3.14) : 
'est l'appro
he la plus simple et intuitive. En�npour s'assurer que le nombre d'é
hantillon était relativement su�sant, nous divisions en deuxpart égales la série d'é
hantillons a
quis au préalable et 
al
ulions pour 
ha
une de 
es sous-sériesla probabilité du modèle. Si les deux valeurs variaient de manière signi�
ative 
omparativementà la valeur moyenne du fa
teur de Bayes, alors on doublait le nombre d'é
hantillons en lançantune a
quisition supplémentaire. Pour �xer les idées prenons un exemple. Si nous avons fa
teurde Bayes moyen de 10, ave
 des variations de 8 à 12, il n'y a pas lieu de doubler le nombred'é
hantillons. Ce n'est plus le 
as si nous avons un fa
teur de Bayes de 4 et des variations de0.5 à 12 : On est plus 
apable de tran
her 
ar le fa
teur de Bayes privilégie l'un ou l'autre desmodèles.Une alternative possible serait d'utiliser des algorithmes MCMC dit 
oupling from the pasttel que 
elui de Propp & Wilson (1996). Ces algorithmes, basés sur un s
héma numérique ra-di
alement di�érent de 
elui de Metropolis, sont 
apables d'estimer le nombre d'é
hantillonsné
essaires pour que la fon
tion à é
hantillonner le soit 
orre
tement. Une autre alternativeintéressante 
onsisterait à utiliser le Nested sampling (é
hantillonnage en grappes). C'est une
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hnique proposée en 2004 qui 
onsiste à séle
tionner automatiquement les se
teurs où la dis-tribution d'intérêt est signi�
ative et à n'é
hantillonner que 
es zones 11. Cet outil a été utiliséen 
osmologie (problème de faibles dimensions, i.e. N / 20) ave
 su

ès et semble prometteuse
ar elle est plus rapide que les MCMC 
lassiques et peut à la fois 
al
uler la probabilité d'unmodèle et son in
ertitude. On peut aussi 
iter 
omme alternative, les réseaux de neurones dontles performan
es en terme de séle
tion de modèle dans des problèmes 
omplexes (très grandesdimensionnalités i.e. N >> 100) ne sont plus à prouver.3.2.6 Résumé sur la méthode d'é
hantillonnagePour 
lore 
e 
hapitre et 
omme un bon s
héma vaut bien plus que de beaux dis
ours, nousrésumons sur la Fig.3.15 les éléments de base de l'algorithme Tempered and Adaptive MCMC(TAMCMC) que nous avons développée. On remarquera que lors de la phase d'apprentissage, lemélange de 
haines tempérées n'est pas opéré. Ce 
hoix résulte de test que nous avons menés : mé-langer les 
haines parallèles durant le pro
essus d'apprentissage semble perturber la distributiond'équilibre de la 
haine de Markov et 
elui 
i n'est plus représentatif de la distribution d'intérêt.En 
onséquen
e lors de l'é
hantillonnage proprement dit, le taux d'a

eptation ne 
orrespondpas au taux τ que l'on 
her
hait à atteindre durant l'apprentissage.

11. se référer à http ://www.inferen
e.phy.
am.a
.uk/bayesys/. Ce site référen
e et propose des programmeslibres de Nested sampling.
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Figure 3.15 � Représentation s
hématique de mon algorithme. Il est 
onstitué d'un algorithmede Metropolis, 
ouplé à un algorithme adaptatif et mettant en oeuvre le parallel tempering. N0
orrespond à l'index itératif maximum pour lequel l'apprentissage est e�e
tué. Chaque 
haineparallèle dispose d'une matri
e de 
ovarian
e indépendante ajustée par le pro
essus adaptatif.
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Chapitre 4Méthodes, simulations et appli
ationsdes MCMC sur des étoiles de CoRoT
Sommaire4.1 Quel méthodologie adopter ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 714.1.1 Une stratégie globale d'ajustement du spe
tre de puissan
e . . . . . . . 714.1.2 Une appro
he bayésienne pour les pulsateurs de type solaire . . . . . . 734.2 Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 764.2.1 Fon
tion de densité de probabilité et 
hoix de 
ritères statistiques . . . 764.2.2 Spe
tres stellaire simulés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 864.3 Appli
ations aux étoiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 914.3.1 Un 
as stellaire intensivement étudié : HD49933 . . . . . . . . . . . . . 914.3.2 Un autre 
as di�
ile : HD181420 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100Dans 
e 
hapitre, nous allons présenter les possibilités o�ertes par une analyse Bayésienneave
 l'algorithme que nous avons développé (
f. 
hapitre pré
édent). Avant de 
ommen
er notonsque des analyses Bayésienne par é
hantillonnages MCMC de pulsateurs solaire ont déjà étée�e
tuées par le passé par Brewer et al. (2007), mais 
elles 
i reposaient sur des hypothèsesin
orre
t 
on
ernant la nature de l'ex
itation des modes (et don
 aussi sur la statistique dubruit). Nous 
ommen
erons par présenter notre vision de l'analyse bayésienne appliquée auxpulsateurs de type solaires. Puis nous présenterons quelques exemples d'analyses en nous basantsur des spe
tres simulés. En�n nous présenterons des analyses d'étoiles observées par CoRoT etsurvolerons les résultats obtenus ave
 Kepler jusqu'à 
e jour.4.1 Quel méthodologie adopter ?4.1.1 Une stratégie globale d'ajustement du spe
tre de puissan
eLes spe
tres de puissan
e 
al
ulés à partir des séries temporelles portent à la fois la signaturedu bruit instrumental, stellaire (granulation à di�érentes é
helles de temps 
ara
téristique) et de
ha
un des modes de pulsation. De plus, notre 
onnaissan
e a priori sur le signal est relativementfaible en général. De notre point de vue il faut don
,1/ identi�er les propriétés globales du bruit de par le spe
tre.2/ identi�er les propriétés globales des modes de pulsation à savoir, le domaine de fréquen
ed'ex
itation des modes.3/ lorsque la loi asymptotique est valide, estimer ses valeurs 
ara
téristiques.
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoT4/ établir l'ajustement des modes individuels sur la base des 
onnaissan
es sur le signalobtenus grâ
e aux étapes 1, 2 et 3.C'est ave
 
ette logique en tête que toutes nos analyses ont été menées. Pour le 
as des étoilesCoRoT, 
elles 
i étant en nombre restreint, des observations visuelles préliminaires permettentde dé�nir a priori 
ertaines propriétés, tel que par exemple le nombre de modes à ajuster dans lespe
tre et en 
onséquen
e, la plage de fréquen
e sur laquelle les modes sont supposés signi�
atifsvis à vis du bruit (
e n'est évidement plus le 
as si nous souhaitons établir une pro
édure auto-matique. Une appro
he possible est dis
uté Chap.5 dans 
e 
as). Un 
orolaire de 
ette dernièrea�rmation est qu'il est inutile a priori d'établir un ajustement de tout le spe
tre à partir dumoment où nous ne sommes intéressés que par les modes de pulsation. A 
ontrario, ne pas in
lureune plage su�samment large de fréquen
e lors de l'ajustement peut signi�
ativement nuire à laqualité de la détermination des paramètres asso
iés au bruit et aux modes 
ar 
omme présentéau Chap.1, le bruit stellaire est une fon
tion de la fréquen
e. Une estimation �able de 
e dernierné
essite une étendue spe
trale importante. Or la durée de 
al
ul d'un modèle du spe
tre depuissan
e augmente 
omme Nlog(N), N étant le nombre de points 
onsidérés dans l'intervallespe
trale soumis à ajustement 1. On se retrouve don
 fa
e à un dilemme.L'appro
he Bayésienne de part sa �exibilité permet de 
on
ilier les deux points de la dis
ussionpré
édente, apparemment 
ontradi
toires. En e�et, une solution 
onsiste à établir une 
hainesd'ajustements su

essifs 
ara
térisée par des niveaux des
riptifs di�érents. Il est alors possiblede se servir de l'information 
olle
tée à une é
helle globale et de s'en servir en tant qu'a prioripour un ajustement à une é
helle plus réduite. Dans les faits, et en se basant sur 
e qui a étéé
rit 
i dessus on utilise une appro
he en 3 étapes,Etape 1 (E1)/ Le spe
tre de puissan
e est ajusté sur une large plage de fréquen
e, typi-quement de 0 à Fc/2 (fréquen
e de Nyquist) ave
 un modèle grossier des modes et unedes
ription la plus �ne possible du bruit. Le bruit est alors dé
rit par 3 semi-lorentziennes(Harvey-like en anglais ou pro�l de type Harvey) et un bruit blan
. L'enveloppe des modesest dé
rite par une fon
tion gaussienne.Etape 2 (E2)/ On estime la grande séparation ∆ν et la valeur de ǫ (loi asymptotique). Pour
∆ν, 
ela peut se faire par auto
orrélation du spe
tre de puissan
e. On obtient ainsi lapériodi
ité moyenne du motif. ǫ peut être évalué soit visuellement, soit par exemple, parun ajustement d'un motif de fréquen
e 
ontraint par la loi asymptotique.Etape 3 (E3)/ On restreint la zone d'ajustement à la plage avérée de présen
e des modes.Pour améliorer la stabilité de l'ajustement, une plage d'environ 1 mHz est ajoutée à hautefréquen
e. Elle est supposée ne 
ontenir que du bruit. Le nombre de semi-lorentziennes jugésu�sant pour dé
rire le bruit est évalué soit statistiquement par 
omparaison de modèles(
ela peut se révéler 
outeux en temps de 
al
ul), soit dé�ni sur la base d'arguments quali-tatifs. Dans 
e dernier 
as, 
ela 
onsiste en une observation visuelle de 
ha
un des pro�ls deHarvey : on identi�e ainsi les pro�ls dont l'in�uen
e est négligeable dans la zone d'ex
ita-tion des modes. Les modes sont dé
rits par un modèle global tenant 
ompte de la rotation,des fréquen
es, largeurs et hauteurs individuelles. Les estimés de ∆ν et ǫ permettent dedé�nir un ve
teur initial de paramètres pour les fréquen
es. Ces derniers permettent aussid'établir un a priori limitant le volume d'espa
e dans lequel l'é
hantillonnage s'e�e
tue.1. Le spe
tre de puissan
e en lui même est 
al
ulé une seule fois. Son temps de 
al
ul est don
 négligeable visà du temps de 
al
ul du modèle à ajuster.



4.1. Quel méthodologie adopter ? 73Paramètre Nature de l'a prioriParamètres des modes
Hl=0 (ppm2/µHz) J(1, 10)

Vl=1 J(1.5, 5)
Vl=2 J(0.5, 5)

Γ (µHz) J(5, 50)Angle (◦) U [0, 90]Paramètres de bruit
Ai (ppm2/µHz) N(< Ai >E1, σAiE1

)
Bi (µHz) N(< Bi >E1, σBiE1

)
pi (pas d'unité) N(< pi >E1, σpiE1

)
C (ppm2/µHz) N(< C >E1, σCE1

)Table 4.1 � Nature et valeurs 
ara
téristiques des a priori utilisés, 
ommuns aux étoiles CoRoTanalysées. Pour les étoiles Kepler, quelques ajustements ont été e�e
tués sur la hauteur tolérée de
Hl=0 (borne supérieure relevée). Pour la signi�
ation des sigles désignant les a priori, se référerà l'Annexe A. les valeurs au format 〈x〉E et σEiE

désignent respe
tivement la valeur moyenne etl'é
art type du paramètre obtenu lors de l'étape E.4.1.2 Une appro
he bayésienne pour les pulsateurs de type solaireMaintenant que la logique globale adopté a été présenté, nous allons présenter de manièreplus formelle les a priori 
ommuns utilisés lors des diverses analyses menées pour les hauteurs,largeurs, les paramètres du bruit et l'angle d'in
linaison. On retrouvera leurs valeurs types dansles 
as stellaires étudiés dans la Table 4.1. Les prin
ipes du 
hoix des a priori sur le splitting etles fréquen
es sont aussi abordés i
i et leurs valeurs 
ara
téristiques dans les 
as stellaires étudiéssont présenté Table 4.2.Comme déjà souligné au Chap.1, le spe
tre de puissan
e d'une étoile de type solaire est
onstitué en première approximation d'un peigne de fréquen
e dé�ni par la loi asymptotique.Cha
une de 
es fréquen
es est 
ara
térisée par 3 nombres quantique (n, l,m). Nous nous servonsde 
ette loi pour dé�nir les a priori fréquentiels pour 
ha
une des identi�
ations possibles dontles modèles asso
iés seront appelés MA et MB dans la suite. Rappelons la loi asymptotique,
ν(n, l) ≃ (n+ ǫ+ l/2)∆ν − l(l + 1)D0. (4.1)On en déduit la valeur moyenne des petites séparations pour les degrés les plus bas,

δν02(n) = νn+1,2 − νn,0 ≃ 6D0 (4.2a)
δν13(n) = νn+1,3 − νn,1 ≃ 10D0. (4.2b)Dis
riminer entre MA et MB revient à imposer un a priori sur le paramètre ∆ν mais surtoutsur ǫ. Lorsque ∆ν est 
onnue de manière pré
ise, ajouter ou soustraire 1/2 à ǫ revient en e�età inverser les deux identi�
ations. D0 ne joue pas un r�le 
ru
ial sur l'identi�
ation des 
ouplespair/impair de modes de bas degré 
ar D0 << ∆ν. C'est le r�le de l'étape 2 (E2) que d'obtenir detels a priori. Cependant, il faut aussi évaluer le degré de toléran
e autour de la position moyennefournie par E2.La plupart du temps nous avons 
hoisi de 
ontraindre les fréquen
es par un a priori

π(νn,0, νn,1|Mj , I) gaussien et en 
onséquen
e, la toléran
e 
orrespond à son é
art type σ. Pour
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoTIndi
atif de l'étoile Paramètre Nature de l'a prioriHD 49933 (IRa-01) νs (µHz) N(3.4, 0.34)
∆ν (µHz) N(85.6, 0.8)

ǫ (pas d'unité) 1.55 (MA) / 1.05 (MB)
D0 (µHz) D0 = 1 (Fixe)
δν02 (µHz) N(6, 3)HD 49933 (IRa-01+LRa-01) νs (µHz) N(3.4, 0.34) ou N(3.4, 0.68)
∆ν (µHz) N(85.7, 0.6)

ǫ (pas d'unité) 1.52 (MA) / 1.02 (MB)
D0 (µHz) D0 = 1 (Fixe)
δν02 (µHz) N(6, 3) ou N(6, 6)HD 181420 (LR
-01) νs (µHz) N(4.4, 1.7)
∆ν (µHz) N(75.3, 1.0)

ǫ (pas d'unité) 1.4 (MA) / 1.9 (MB)
D0 (µHz) D0 = 1 (Fixe)
δν02 (µHz) N(6, 3)Table 4.2 � Tableau ré
apitulatif des a priori de nature informative utilisés dans quelques 
asstellaires étudiés. La dé�nition des sigles est donnée en Annexe A.le l = 0 et le l = 1, nous dé�nissons,

π(νn,0, νn,1|Mj , I) =
1

2(nmax − nmin)σ
√
2π

nmax
∑

n=nmin

[e−
(ν−ν(n,0))2

2σ2 + e−
(ν−ν(n,1))2

2σ2 ]. (4.3)Dans 
ette équation, nmax − nmin représente le nombre d'ordre radiaux tenus en 
ompte lors del'ajustement.Pour 
e qui 
on
erne la fréquen
e du l = 2, les 
ontraintes di�èrent en fon
tion de l'étoile
onsidérée. Dans les 
as où le signal sur bruit est insu�sant (HD49933 ou HD181420), 
e moden'est peu ou pas visible et on utilise des 
ontraintes gaussiennes,
π(δν02(n)|Mj , I) =

1

σ02
√
2π

e
− (δν02(n)−<δν02>th)2

2σ2
02 . (4.4)La valeur attendue de la petite séparation est nommée < δν02 >th. On tolère des variations del'ordre de 50% à 100% de < δν02 >th en fon
tion des modèles testés. Au �nal, la 
ontrainteappliquée sur le mode est relativement forte : on tente de 
ompenser le manque d'informationdans le spe
tre par l'apport d'une information théorique.A l'opposé, lorsque les données sont jugées de qualité 
omme pour HD52265 2, on laisse parlerles données et on utilise un a priori moins informatif, de type gaussien-uniforme-gaussien (GUG,
f. Annexe A). L'a priori est dé�ni de tel sorte que l'on évite la superposition des modes l = 0et l = 2, sans toutefois l'interdire (
f. Fig.4.1).Du fait de l'atmosphère stellaire et de l'e�et 
entre-bord le nombre de modes de degré lvisibles est limité. Ainsi dans le 
as solaire, si la hauteur relative moyenne (vis à vis du l = 0)des modes de degré l = 1 est de 1.5, elle n'est plus que de 0.53 pour l = 2 et de 0.027 pour les2. Cette étoile CoRoT n'a pas en
ore fait l'objet d'une publi
ation. En a

ord ave
 les règles de publi
ationsnous ne montrerons don
 pas les résultats obtenues sur 
ette étoile.
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Figure 4.1 � A priori "gaussien-uniforme-gaussien" (GUG) appliqué à la petite séparation δ02(n)utilisé lorsque le rapport hauteur sur bruit est bon et que le l = 2 est fa
ilement identi�able.
l = 3 du fait de l'observation non imagée de l'étoile. Les degrés supérieurs ont tous des hauteursrelatives égales ou inférieures à 
elle du l = 3.En asterosismologie, le rapport signal à bruit est très souvent inférieur à 10. Dans 
es 
ondi-tions, on ne peut envisager sérieusement un ajustement des modes de degré l = 3 ou plus pourdes étoiles dont les pro
essus physiques (la sour
e d'ex
itation des modes par exemple) sont si-milaires à 
eux en oeuvre dans le soleil. Rappelons que nous soupçonnons l'atmosphère et l'e�et
entre-bord de pouvoir modi�er signi�
ativement 
es valeurs dans 
ertains 
as. L'examen desétoiles de Kepler semble par exemple montrer que les étoiles de type solaire les plus évoluées(ayant quitté la séquen
e prin
ipale) ont des hauteurs relatives pour le l = 2 qui peuvent êtretrès supérieures à 0.53 (allant jusqu'à 1). Il est don
 possible que le l = 3 soit visible pour 
er-taines de 
es étoiles. Ce
i est 
ohérent ave
 la dé
ouverte de 2 modes identi�és 
omme des l = 3dans une étoile CoRoT analysée par Deheuvels et al. (2010) : HD 49385.Pour les di�érentes étoiles présentées dans 
e manus
rit, nous avons souvent établi des ajus-tements ave
 des a priori di�érents sur la hauteur des modes. Nous n'avons pas in
lu le l = 3
ar des tests préliminaires à l'ajustement n'ont pas permis de les mettre en éviden
e (
ollap-sogrammes, diagramme é
helle). Ces étoiles ne sont pas a priori très évoluées. Les situationsenvisagées sont listées 
i-dessous.1/ Vl=1 =

Hl=1
Hl=0

et Vl=2 =
Hl=2
Hl=0

libres, suivant un a priori de Je�rey.2/ Vl=1 libre suivant un a priori de Je�rey. Vl=2 �xé à la valeur solaire.3/ Vl=1 et Vl=2 �xés à la valeur solaire.Les largeurs sont aussi 
ontraintes ave
 un a priori de Je�rey. Ce type d'a priori est noninformatif et uniforme dans le domaine logarithmique. Pour sa formulation mathématique etun s
héma, se référer à l'Annexe A. Je�rey (1961) a justi�é 
e 
hoix en spé
i�ant qu'il estinvariant en translation pour des paramètres de nature intensive. Par opposition, l'a priori non-informatif uniforme est plut�t re
ommandé pour des paramètres de position (
omme la fréquen
epar exemple). On soulignera que dans les faits, au
un a priori est non-informatif : en fait, tout apriori purement non informatif est impropre (l'intégrale diverge). Imposer un a priori de Je�reysemble toutefois permettre une meilleure dis
rimination qu'un a priori uniforme. C'est par 
eque l'une de 
es valeurs 
ara
téristiques permet de tran
her plus fran
hement entre bruit etsignal. En e�et, la densité de probabilité de 
ette fon
tion est en 1/x pour x pro
he de 0, maisest plut�t uniforme si x > xmin, xmin étant un paramètre de l'a priori dé�nissant la zone detransition supposée entre signal et bruit. On suppose aussi que les variations de largeurs ne sontpas brutales en fon
tion de la fréquen
e de telle sorte que nous nous autorisons à les supposer
omme une fon
tion 
roissante de n (indépendante de l et m). C'est don
 une fon
tion de la
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoTfréquen
e, 
roissante par plateau.Pour le splitting rotationnel, on suppose qu'il est 
onstant sur toute la plage des modesajustés. Cette hypothèse est essentiellement justi�ée par le faible rapport signal à bruit auquel onfait fa
e. Le spe
tre ne 
ontient a priori pas assez d'information pour permettre une des
riptionplus �ne. L'a priori se base sur la présen
e/absen
e de pi
s 
ara
téristiques à très basse fréquen
edûs à la rotation de l'étoile. La présen
e de stru
tures à la surfa
e de l'étoile dont le temps devie est supérieur à la période de rotation Prot engendre une modulation périodique de l'intensitélumineuse. Dans le spe
tre de puissan
e, plusieurs pi
s d'intensités apparaissent, à 1/Prot et àses harmoniques.Pour les étoiles HD49933 et HD181420, 
es pi
s sont 
lairement visibles et on estime leurrotations respe
tivement à 3.4 jours et 2.8 jours. Pour 
es étoiles, on utilise un a priori gaussien.Pour HD52265, et les étoiles Kepler étudiées, la rotation est moins évidente à évaluer. On supposequ'elle n'est pas très rapide : l'a priori est uniforme pour des périodes de rotation supérieuresà 5.8 jours (νs = 2 µHz). Les rotations plus rapides sont 
onsidérées 
omme peu probables et
ontraintes par une gaussienne. C'est pourquoi 
et a priori est nommé uniforme-gaussien (UG,
f. Annexe A).Les 
ontraintes à imposer sur le bruit lors de l'ajustement des paramètres individuels desmodes sont 
ru
iales 
ar les modes sont souvent noyés dans le bruit. L'ajustement de l'étapeE1 permet d'établir des 
ontraintes �ables sur les di�érentes fon
tions de type Harvey. Durant
ette étape, nous e�e
tuons un ajustement mettant en oeuvre une méthode par MLE (absen
ed'a priori). Nous imposons ensuite un a priori gaussien dont la valeur 
entrale et l'é
art type
orrespondent au résultat obtenu par MLE.4.2 Simulations4.2.1 Fon
tion de densité de probabilité et 
hoix de 
ritères statistiquesDans un premier temps, pour tester les 
onditions de fon
tionnement du 
ode que nousavons élaboré, nous avons e�e
tué une série de simulations. L'idée prin
ipale était d'évaluer les
apa
ités de la 
omparaison de modèles et de dé�nir les 
ritères statistiques les plus pertinents àutiliser. Pour 
ela, nous avons 
onstruit des spe
tres synthétiques répondant à la statistique du
χ2
2 ne 
ontenant que 3 modes : l = 0, l = 1, l = 2. De fait, nous nous pla
ions dans une situationoù on simule un ajustement de modes de pulsation stellaire présent seulement sur une grandeséparation. Si on suppose le bruit, la largeur des modes et le splitting rotationnel lo
alement
onstant, un tel modèle ne né
essite que 10 paramètres : 3 fréquen
es, 3 hauteurs, 1 largeur, 1splitting rotationnel, 1 angle d'in
linaison stellaire et 1 bruit blan
.La motivation initiale de l'utilisation des TAMCMC était de savoir si, ave
 une appro
hebayésienne mettant en oeuvre une ré
upération 
omplète de l'information portée par le 
ritèrestatistique, nous pouvions, en théorie du moins, identi�er les degrés des modes pairs et impairsdans des situations similaires à la première étoile observée par CoRoT : HD49933. Lorsque 
essimulations ont été menées, nous savions déjà que les 
onditions d'analyses des données CoRoTdans le 
as de 
et étoile était parti
ulièrement di�
iles (grâ
e aux analyses e�e
tués ave
 desappro
hes par maximum de vraisemblan
e). Cela est vraisemblablement dû à plusieurs e�ets
umulés : une largeur des modes bien plus importante que dans le 
as solaire, un splittingrotationnel voisin de la petite séparation δν02 et un faible rapport entre hauteurs des modes etbruit lo
al (H/N < 7). Des modèles préliminaires de l'étoile basés sur les informations issues dela 
ampagne de mesure dirigée par Mosser et al. (2005) avait déjà permis d'obtenir une estimationde la petite séparation.
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Figure 4.2 � (a) Exemple d'ajustement des pro�ls de type Harvey superposés au spe
tre depuissan
e lissé de HD 49933. On distingue les 
omposantes de Harvey asso
iées à l'a
tivité(pointillés rouges), à la granulation (pointillés verts) et le niveau de bruit blan
 (pointillés gris).La somme des pro�ls de bruit est en noir tandis que la ligne bleue représente le modèle dans sonintégralité (enveloppe des modes + bruits). (b) Représentation des a priori sur les fréquen
esdes modes pour le modèle MA de l'étoile en question (Run IRa-01) (l = 0 : pointillés rouge ;
l = 1 : pointillés vert). Ces 
ourbes sont tiré de Benomar et al. (2009a).
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoTTable 4.3 � Synthèse des s
énarii envisagés dans un premier temps pour évaluer les 
apa
itésde l'algorithme TAMCMC développé et introduit au 
hapitre pré
édent. Ces simulations ne
omportent que 3 modes (l = 0, l = 1, l = 2). Les s
énarii s'inspirent fortement des problèmesren
ontrés lors de l'ajustement par MLE de HD49933. L'exploration des deux identi�
ationspossibles s'e�e
tue simplement en inversant les a priori sur les fréquen
es (ajustement d'un
l = 1 sur le l = 0− 2 et inversement). Pour 
e qui 
on
erne les sigles dé�nissants la nature des apriori utilisés, se référer à l'Annexe A.Valeurs vraies du 
as,Paramètres Favorable Défavorable a priori utilisés

Hl=0 (ppm2/µHz) 1 1 U [0, 5]

Hl=1 (ppm2/µHz) 1.5 1.5 U [0, 5]

Hl=2 (ppm2/µHz) 0.5 0.5 U [0,Hl=0]

νl=0 (µHz) 40 40 U [30, 50]

νl=1 (µHz) 70 70 U [51, 80]

δν02 (µHz) δ∗ = 8 δ∗ = 6 N(δ∗, 0.5δ∗)
Γ (µHz) 2 5 U [0, 20]

νs (µHz) 3.5 3.5 N(3.5, 0.35)

α (◦) 30 30 U [0, 90]

B0 (ppm2/µHz) 0.05 0.2 U [0, 0.5]Quatres s
enarii ont don
 été envisagés lors des premiers tests de l'algorithme. Nous avons
onsidéré deux situations de rapport signal à bruit : un rapport H/N moyen de 5 et un autre de20. Pour 
ha
une de 
es situations, nous nous sommes pla
és dans une situation dite "favorable"et une autre dite "défavorable". Dans le 
as favorable, les grandeurs largeur (Γ), splitting (νs) etpetite séparation sont 
hoisis de telle sorte que les modes sont distants et résolus : δν02 > νs > Γ.A l'inverse, dans le 
as défavorable, on envisage un 
omportement des modes stellaires rendantdi�
ile leur extra
tion. La largeur des modes a une valeur voisine de 
elle de la petite séparationet le splitting est inférieur à 
es deux dernières. Ainsi, les modes ne sont que très di�
ilementdis
ernables visuellement, même dans des 
onditions de rapport signal à bruit ex
ellentes. L'angled'in
linaison stellaire a été 
onsidéré identique pour toutes les simulations (α = 30◦). La Table4.3 résume les quatre situations envisagées et les a priori asso
iés. La résolution spe
trale atteintepar CoRoT pour HD49933 étant de 0.19 µHz à l'époque où nous avons menés 
es simulations(60 jours d'observations pour l'IRa-01), les simulations présupposent une résolution de 0.2 µHz(équivalent à une observation de 57.9 jours).Au total, toutes situations 
onfondues, 8 modèles ont été testés, 4 
orrespondants à uneidenti�
ation 
orre
te des modes et les 4 autres à une identi�
ation in
orre
te. Les termes delog-probabilité tels que dé�nis par l'Eq.3.54 ont été 
al
ulés pour 
ha
un d'eux ave
 10 
hainesparallèles et 200 000 itérations. On retrouvera 
es valeurs et les probabilités relatives asso
iéesdans la Table 4.4 (
al
ulées via l'Eq.2.10).Pour simuler les propriétés du bruit, une manière simple 
onsiste à dé�nir un modèle despe
tre de puissan
eM(ν) en se servant des paramètres 
ités Table 4.3 ; puis à 
al
uler le moduledu spe
tre de puissan
e bruité S(ν) en se servant de la relation,
S(ν) =

∣

∣

∣

∣

f1(ν)
2M(ν)

2
+ f2(ν)

2M(ν)

2

∣

∣

∣

∣

, (4.5)



4.2. Simulations 79Table 4.4 � Table résumant les di�érentes log-probabilités et probabilités obtenues lors desimulations préliminaires mettant en oeuvre un ajustement sur 3 modes de bas degré (l = 0, l = 1,
l = 2). Dans 
ha
un des 
as le modèle favorisé est le bon. Les variations typiques sont indiquésentre parenthèses : elles fournissent une indi
ation sur l'erreur e�e
tuée sur la probabilité. Uneplage de probabilité est 
al
ulé en a

ord ave
 
es variations typiques de l'estimation.H/N Condition log-probabilité log-probabilité probabilité(Mauvaise identi�
ation) (Bonne identi�
ation)25 Favorable 671.3(±0.3) 681.49(±0.07) > 99.99%25 Défavorable 390.14(±0.02) 392.06(±0.05) [86.6, 87.8]%5 Favorable 167.45(±0.07) 168.90(±0.01) [79.9, 82.2]%5 Défavorable −52.10(±0.03) −50.09(±0.3) [84.7, 91.1]L'ex
itation sto
hastique est ainsi simulée par deux réalisations f1 et f2 indépendantes de bruitsgaussiens mimant le bruit agissant sur la partie réelle et imaginaire d'un signal.Comme illustré par les spe
tres de la table de �gures 4.5, dans des 
ir
onstan
es défavorablesde largeur/splitting/petite séparation, 
'est prin
ipalement l'asymétrie sur l'ex
ès d'energie du
ouple l = 0 − 2 engendrée par la présen
e du l = 2 qui permet de distinguer 
es deux modes.Ce
i est valable, même à très haut rapport signal à bruit : une observation visuelle, ne permetque di�
ilement de dé�nir lequel des ex
ès de puissan
e peut être asso
ié à un l = 1 et lequel
orrespond au 
ouple l = 0 − 2. Seul un 
ritère statistique permet d'établir de la manière laplus obje
tive possible (ou tout du moins dans le 
as d'une appro
he bayésienne, de manièrereprodu
tible) laquelle des identi�
ations est la plus probable.Sur 
es mêmes �gures, nous avons représenté les ajustements de spe
tre obtenues dans 
ha
undes 
as envisagés en nous basant sur deux 
ritères distin
ts : la médiane (en bleu sur la �gure)et la moyenne (en orange). Les di�éren
es ne sont pas signi�
atives mais on remarque que lamédiane fournit systématiquement des valeurs légèrement inférieures du paramètre. En fait, untel 
ritère est moins sensible aux aléas (ou erreurs) importantes. Par exemple, dans le 
as d'unedistribution a posteriori bi-modale, la médiane fournit une valeur plus robuste et généralementplus vraisemblable que la moyenne. Un bon exemple est illustré par la fréquen
e du mode l = 2dans la table de �gures 4.6. Elle est 
onstituée de deux maxima dont un 
orrespond en fait aumode rotationnel m = +1.Par dé�nition, la probabilité de trouver la bonne valeur du paramètre de part et d'autrede la position médiane est identique (50% de 
han
e de 
haque 
oté de la médiane). On peutaussi se demander si le maximum de probabilité est un 
ritère �able. En fait, il est di�
ile del'estimer 
orre
tement 
ar nous n'avons pas a�aire à des fon
tions analytiques de la fpd. Quiplus est, si nous nous trouvons dans une situation où la fdp est par exemple 
onstituée de deuxmaxima, de probabilité voisine, lequel des deux prendre ? Tous 
es arguments militent en faveurdu 
hoix de la médiane 
omme 
ritère statistique pour dé�nir la "valeur la plus probable" autourde laquelle les intervalles de 
on�an
e à 1σ et 2σ seront 
onstruits. Ceux 
i sont obtenus parsimple sommation à droite et à gau
he de la médiane, tel que l'aire de part et d'autre de 
elle 
ivaut respe
tivement 68.3

2 % et 95.5
2 %.Les fdp présentées dans les tables 4.6 et 4.7 sont très ri
hes en informations et méritent quel'on s'y attarde. Nous ne présenterons que les deux 
as extrêmes déjà dis
utés pré
édemment :le 
as haut H/N dans des 
onditions stellaires favorables et le 
as bas rapport H/N dans des
onditions stellaires défavorables. La 
olonne de gau
he est asso
iée aux fdp obtenues lors de
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tres simulés 
ontenant 3 modes de degré l = 0, l = 1, l = 2 et les ajustements
orrespondants : en bleu, l'ajustement selon la médiane des distributions a posteriori. En orange,selon la moyenne. La plupart du temps, les di�éren
es ne sont pas radi
alement di�érentes.
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Table 4.6 � Fon
tions de densité de probabilité pour les spe
tres simulés à un rapportH/N = 25,en 
ondition favorable et pour les deux identi�
ations. I
i la fréquen
e du l = 2 est bi-modale : lepi
 de faible probabilité 
orrespond à un l'une 
omposantes rotationnelle du mode. Les positionsde la moyenne et de la médiane sont indiquées respe
tivement par des lignes oranges et bleues.



4.2. Simulations 83Bonne identi�
ation Mauvaise identi�
ation
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Height l=0 (ppm2/µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12
P

ro
ba

bi
lit

y 
de

ns
ity

Médiane
Moyenne

0 1 2 3 4 5
Height l=0 (ppm2/µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0 1 2 3 4 5
Height l=1 (ppm2/µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
Height l=1 (ppm2/µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Height l=2 (ppm2/µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0.0 0.5 1.0 1.5
Height l=2 (ppm2/µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

36 38 40 42 44
l=0 frequency (µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

60 62 64 66 68 70
l=0 frequency (µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

60 62 64 66 68
l=1 frequency (µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

34 36 38 40 42 44
l=1 frequency (µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne



84 4. Méthodes, simulations et appli
ations des MCMC sur des étoiles de CoRoTBonne identi�
ation Mauvaise identi�
ation
20 25 30 35 40 45

l=2 frequency (µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

45 50 55 60 65 70
l=2 frequency (µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Splitting (µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Splitting (µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

2 4 6 8 10 12 14
Width (µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0 5 10 15
Width (µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
White Noise (ppm2/µHz)

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
White Noise (ppm2/µHz)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0 20 40 60 80 100
Angle (°)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

0 20 40 60 80 100
Angle (°)

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity

Médiane
Moyenne

Table 4.7 � Fon
tions de densité de probabilité asso
iées aux spe
tres simulés pour un rapport
H/N = 5 en 
ondition favorable et pour 
ha
un des ajustements possibles. Les positions de lamoyenne et de la médiane sont indiquées respe
tivement par des lignes oranges et bleues.



4.2. Simulations 85l'ajustement du spe
tre par la bonne identi�
ation, la 
olonne de droite lors de l'ajustement parla mauvaise. La première 
hose que l'on remarque est la diversité des fdp obtenues : les hauteurs,largeurs et l'angle d'in
linaison ne suivent généralement pas une loi gaussienne tandis que lesfréquen
es le sont plus volontiers. En fait, pour 
e qui 
on
erne les hauteurs et largeurs, 
e faitest bien 
onnu. Appour
haux et al. (1998), via des simulations Monte-Carlo a mis en éviden
eque la statistique de 
es paramètres est relativement bien dé
rite par une fon
tion log-normale.Par 
ontre, la nature parfois très dispersée (
f. 
as à H/N = 5) de la fdp de l'angle d'in
linaisonest une nouveauté. Un autre point important à relever 
on
erne la nature de la fdp de la hauteurdu mode l = 2. Lorsque l'on ajuste le spe
tre par la mauvaise identi�
ation (i.e. un 
ouple
l = 0 − 2 sur un l = 1 et vi
e-versa), la fdp de la hauteur du mode a la même allure que lastatistique du bruit en χ2

2. Indépendamment de la probabilité fournie par l'Eq.2.10, la nature dela fdp du l = 2 nous indique don
 quelle est en théorie la bonne identi�
ation. Cependant, il fauttout de même nuan
er 
e fait 
ar la superposition des modes de degré pair peut modi�er 
ettedistribution. Ce phénomène est illustré par les �gures de la Table 4.7, dans le 
as de 
onditionsstellaires défavorables (visible même à haut rapport H/N). Dans 
ette situation, la médiane estun bien piètre indi
ateur 
ar sa valeur peut être similaire que l'ajustement soit le bon ou pas.En�n, on fera remarquer que la superposition du l = 2 sur le l = 0 induit une sous-estimationde la hauteur relative du l = 2. Ce fait sera tout aussi net lorsque nous présenterons les résultatsde simulation sur un nombre de modes important et prenant en 
ompte les propriétés du bruitstellaire (sous-
hapitre suivant).Pour 
e qui 
on
erne le splitting, la 
ontrainte imposée (10% de la valeur attendue) semblerelativement forte 
ar la fdp sur 
e paramètre est dominé par l'a priori : la valeur moyenneet l'é
art type sont très pro
hes des valeurs tolérées et 
e, même à très bon rapport H/N. Ilsemblerait don
 que le spe
tre ne 
ontienne pas assez d'information pour 
ompenser l'e�et de l'apriori.Dans la Table 4.4 on a résumé les di�érentes probabilités obtenues dans 
ha
un des s
éna-rii envisagés. On remarquera que systématiquement nous obtenons la bonne identi�
ation. Les
onditions défavorables ont un impa
t signi�
atif sur la 
apa
ité de dis
rimination des identi�-
ations à haut rapport signal sur bruit. Mais les 
onditions défavorables ont moins d'impa
t àbas H/N. La probabilité semble être même plus élevé dans le 
as défavorable que dans le 
asfavorable. Toutefois il faut relativiser 
ette a�rmation 
ar 
e test n'a été e�e
tué qu'en se basantsur une seule réalisation bruité du spe
tre. Cette réalisation peut être ex
eptionnellement enfaveur du bon modèle.L'é
hantillonnage par MCMC se révèle être un outil très e�
a
e de diagnosti
 du signal stel-laire. Nous avons montré qu'il était probablement possible de dis
riminer entre deux ajustementsdu spe
tre de puissan
e d'une étoile, à la fois par l'observation de l'allure de la fdp de la hauteurdu l = 2 et par le 
al
ul de probabilité relative. Néanmoins dans le 
as d'un signal stellaired'une étoile de type solaire dans la séquen
e prin
ipale, l'information spe
trale est plus ri
heen terme de modes et de bruit, mais aussi plus 
omplexe à analyser. Pour 
on�rmer et évaluerles tendan
es que nous avons présentées dans 
e 
hapitre, nous avons aussi mené des analysessur simulations reproduisant dans sa globalité un spe
tre d'étoile. En e�et, il est avantageuxd'ajuster les spe
tres stellaires dans leur intégralité en une seule passe 
ar on peut imposer auxmodes individuels des dépendan
es à des paramètres stellaires globaux. Par exemple l'angle d'in-
linaison stellaire et sous 
ertaines hypothèses, le splitting rotationnel 
onstant. Ou en
ore lepro�l de bruit qui, traité d'un seul tenant permet une bien meilleur estimation de 
elui 
i. Tous
es paramètres globaux a�e
tant tous les modes, un ajustement global améliore naturellementla qualité de l'ajustement (à 
ondition que la 
omplexité du modèle ne 
roisse pas plus vite quel'a

roissement d'information présente dans le spe
tre).
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoT4.2.2 Spe
tres stellaire simulésDans 
ette se
tion, nous allons présenter les résultats prin
ipaux d'une étude plus réaliste du
omportement des modes stellaires. Nous nous limiterons à l'étude des propriétés des modes pdont la répartition approximative dans le spe
tre de puissan
e est fournie par la loi asymptotique.La ri
hesse d'information présente dans un spe
tre de puissan
e pris dans sa globalité nous ontpoussé à dé�nir un proto
ole d'analyse en plusieurs étapes, que nous dé
rirons. Les simulationsmenées ont pour but d'évaluer :� la pertinen
e du proto
ole d'analyse 
hoisi dans des situations variées.� l'in�uen
e que peut avoir un mauvais 
hoix de l'a priori sur la fdp et sur la probabilité desmodèles.Soulignons tout de même que 
es simulations ne 
onstituent en au
un 
as une preuve de �abilitéde la méthode pour de véritables données. En e�et, globalement on peut dé�nir 4 situations :1/ Les hypothèses physiques e�e
tuées lors des simulations sont valides et les hypothèses surles propriétés statistiques du signal sont valides.2/ Les hypothèses physiques e�e
tuées lors des simulations sont valides mais les hypothèsessur les propriétés statistiques du signal ne sont pas valides. Ce
i peut être le 
as si destermes de bruit (par exemple instrumentaux) ont été négligés.3/ Les hypothèses physiques e�e
tuées ne sont pas valides mais les hypothèses sur les pro-priétés statistiques du bruit le sont.4/ En�n, les hypothèses tant sur la physique du phénomène que sur les propriétés statistiquesne sont pas valides.Au regard de 
ette liste, on 
omprend bien vite que les simulations ne permettent que d'évaluerla situation 1. En règle générale, les aléas de diverses natures sont bien 
onnus et la situation2 n'est pas problématique 
ar une fois qu'ils sont identi�és, nous pouvons trouver un moyen denous en a�ran
hir au mieux. Soulignons par exemple que dans le 
as de CoRoT, la statistiquesuivit par le bruit peut être in�uen
ée par la présen
e de pi
s orbitaux. En e�et, le satellite esten orbite polaire basse terrestre. Or il existe une zone appelé anomalie sud-atlantique (SAA)pour laquelle la 
einture de Van Allen est la plus pro
he de la surfa
e terrestre. Le satellite étantà une altitude invariante (896 km), à 
ha
un de 
es passages dans 
ette zone il subit un �uxde radiations anormalement élevé. Ce phénomène se produit selon une modulation de périodeégale à la période orbitale. La durée du passage dans la zone est relativement variable (fon
tionde l'extension spatiale de l'anomalie au moment du passage) et in�ue sur l'intensité du signalparasite. Les CCD subissent l'impa
t des parti
ules piégées dans la SAA 
e qui peut fortementperturber les 
ourbes de lumières. Au �nal, malgré les diverses traitements que subissent lesdonnées en vue de limiter les e�ets instrumentaux de la SAA, un pi
 parasite à 161.57 µHzet ses harmoniques se manifestent dans le spe
tre de puissan
e. La fréquen
e du fondamental
orrespond exa
tement à la période orbitale du satellite de 103 min.Un autre signal parasite remarquable est dû à la dilatation et 
ontra
tion par e�et thermiquede la stru
ture du satellite lors de son passage de la zone diurne à la zone no
turne et inversement.Les gradients de température peuvent être importants dans l'espa
e lors du passage de l'ombreà la lumière. Qui plus est, 
es transitions sont asso
iées au bas
ulement de l'alimentation desinstruments du solaire vers une batterie (ou inversement). L'alimentation éle
trique n'est alorspas parfaitement stable dans 
ette phase. En�n, 
es perturbations sont parfois modulées par larotation de la terre. Ces phénomènes se manifestent par deux raies plus ou moins intenses selonle domaine spe
tral, en
adrant a ±11.57 µHz (et ses harmoniques) le pi
 dû à la SAA.La seule solution viable 
onsiste à ne pas tenir 
ompte des points du spe
tres impa
tés par
es e�ets lors des ajustements. Ainsi en théorie, la statistique du spe
tre de puissan
e en χ2
2 est



4.2. Simulations 87préservée. Les problème liés à la SAA sont inexistants dans la mission Kepler 
ar le satellite n'estpas en orbite terrestre mais suit une traje
toire approximativement parallèle à 
elle-
i autour dusoleil. Cependant, il subit un �ux de radiation moyen supérieur à CoRoT. La plupart des e�etsd'impa
ts sont 
orrigibles et 
orrigés.Pour 
e qui 
on
erne les situations 3 et 4, nous ne pouvons que nous reposer sur la méthodes
ienti�que pour invalider/valider les hypothèses physiques énon
ées. Tout le travail s
ienti�queest d'identi�er 
es situations à l'épreuve des faits et ainsi, réviser de manière progressive nos
onnaissan
es.Conditions et résultats des simulationsPour tester les prin
ipes généraux de la méthode présentée Chapitre 4.1.2 nous avons menédes simulations plus 
omplètes que les pré
édentes. Au total 
'est 6 s
énarii que nous avonsenvisagés. Ils di�èrent en
ore une fois de par les niveaux de bruit et la nature du signal stellaire.La plupart des s
énarii (1 à 5) évalue la possibilité d'identi�er 
orre
tement les 3 degrés les plusbas des modes. L'évaluation porte sur l'ajustement global de 8 ordres radiaux.Le s
énario 6 
onsidère le 
as d'un spe
tre de puissan
e ave
 seulement les deux plus basdegrés, l = 0 et l = 1. Il est 
onçu pour tester les 
apa
ités de dis
rimination de modèles par
al
ul de probabilité en l'absen
e de l = 2 dans le spe
tre synthétique. Lors de la 
omparaisonsde modèles, 4 possibilités sont envisagées et testées. On note M l
k les modèles asso
iés à 
espossibilités. L'indi
e supérieur désigne le degré l maximum ajusté. L'indi
e inférieur 
orrespondà l'identi�
ation. Par exemple, le modèle M1

A 
orrespond à l'identi�
ation A pour laquelle onne suppose que l'existen
e des modes l = 0 et l = 1 dans le spe
tre de puissan
e. C'est don
 labonne identi�
ation ave
 le bon nombre de degré.Tous les spe
tres synthétiques supposent que la hauteur relative est égale aux valeurs solaires :
Vl=1 = 1.5, Vl=2 = 0.5. Le pro�l de bruit est 
onstitué d'une semi-lorentzienne et d'un bruit blan
.La résolution spe
trale est dé�nie à 0.2 µHz tout 
omme dans les simulations présentées Chap.4.2.1. Les fréquen
es sont distribuées selon la loi asymptotique ave
 ∆ν = 90 µHz et l'angled'in
linaison est �xé à 40◦.Pour 
ha
un des s
enarii, on a fait varier la hauteur, la largeur, le splitting rotationnel et lapetite séparation δν02. Au �nal, on peut distinguer 4 
lasses de s
enario :Situation 1. Une hauteur des modes relativement haute au regard du bruit (H/N > 30) ave
un l = 2 
lairement distin
t du l = 0. Le splitting rotationnel est très faible 
omparéla petite séparation (νs << δν02). Ces 
onditions simulent une étoile dans laquelle lesmultiplets des modes sont distin
ts (S
énario 1).Situation 2. Similaire au S
énario 1, mais à plus haut niveau de bruit. H/N ≃ 4 (S
énario2).Situation 3. Un rapport H/N intermédiaire (3 à 10) entre les s
énarii 1 et 2. On a δν02 ≃ νs
e qui provoque une superposition des 
omposantes rotationnelle du l = 2 sur le l = 0. Leslargeurs des modes sont a

rues 
omparativement aux s
énarii 1 et 2, rendant plus di�
ileen
ore la séparation des modes voisins (S
énarii 3 à 5).Situation 4. Le s
énario 6 nous sert à déterminer les possibilités de 
omparaison o�ertes parl'appro
he bayésienne entre modèles de taille d'espa
e des paramètres di�érents.On ajoutera que les a priori sur le splitting et sur la petite séparation des s
énarii 1 et 2suppose que nous 
onnaissons la valeur vraie de 
es paramètres. Dans le 
as des s
énarii 3 et5 on utilise un a priori dé
entré de la valeur vraie du paramètre pour évaluer l'in�uen
e d'unmauvais 
hoix d'a priori. Les di�érentes valeurs utilisées lors des simulations sont résumées Table4.8 (valeurs utilisées pour générer les spe
tres de puissan
e simulés) et Table 4.9 (les a priori).
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoTTable 4.8 � Paramètres ayant servit à la génération des spe
tres simulés : Deux pro�ls devariations de la hauteur en fon
tion de la fréquen
e ont été envisagés : une hauteur 
onstantepour tous les modes (C) ou un pro�l gaussien, plus réaliste (G).S
énario δν02 (µHz) νs (µHz) Γ (µHz) H/N (l = 0) H Pro�l1 8 2 [1,5℄ > 30 C2 8 2 [1,5℄ ≃ 4 C3 5 3.5 [2,10℄ ≃ 6 C4 5 3.5 [3,10℄ 3-10 G5 5 3.5 [4,13℄ 3-8 G6 / 3.5 [3,10℄ 3-8 GTable 4.9 � A priori utilisés lors de l'analyse des spe
tres simulés. L'a priori sur l'angle d'in-
linaison i est uniforme. Les autres paramètres sont 
ontraints par une gaussienne.S
énario i νs ∆ν < δν02 >th1 U [0− 90] N(2, 0.2) N(90.2, 0.5) N(8, 4)2 U [0− 90] N(2, 0.2) N(89.9, 0.6) N(8, 4)3 U [0− 90] N(3.5, 0.35) N(90.2, 0.6) N(8, 4)4 U [0− 90] N(3.5, 0.35) N(90.0, 0.3) N(5, 2.5)5 U [0− 90] N(3.5, 0.35) N(90.0, 0.4) N(6, 3)6 U [0− 90] N(3.5, 0.35) N(90.1, 0.5) N(6, 3)En les 
omparant, le le
teur pourra juger plus quantitativement les situations envisagées.Pour 
ha
un des s
énarii on a
quiert 1 000 000 d'é
hantillons une fois la phase de 
hau�agepassée. La Table 4.10 est une synthèse des rapport 
on
urrentiels obtenus. Dans tous les 
as, le
oe�
ient 
on
urrentiel est en faveur de la bonne identi�
ation. Pour les s
énarii 1 à 3, l'iden-ti�
ation est 
orre
te à plus de 99.99%. On remarquera que la nature du pro�l des modes, lasuperposition engendrée par la proximité entre le l = 0 et le l = 2 et une largeur importante desmodes réduit fortement le rapport 
on
urentiel. Dans les 
onditions les plus dégradées (s
énario5), le rapport 
on
urentiel devient même ambigu et on est plus 
apable de dé
ider obje
tivementlaquelle des deux identi�
ations est la bonne (rapport 
on
urentiel inférieur à 3). Dans le 
asdu s
énario 6, les a priori sur la petite séparation δν02 agissent selon nos attentes en pénalisantle modèle le plus 
omplexe. Mais nous notons que le bon modèle (M1
A) n'est a�e
té que d'uneprobabilité de 64% et dans une situation réelle au
une 
on
lusion dé�nitive n'est possible.La distribution de la hauteur relative du l = 2 peut varier fortement d'une identi�
ation àl'autre. La fdp de 
e paramètre suit la distribution du bruit dans la mauvaise identi�
ation maisest plut�t gaussienne dans le 
as de la bonne. On notera toutefois que 
elle 
i est sous-estiméed'environ 30% lorsque les modes se superposent. Tout 
e
i 
on�rme les résultats des simulationspréliminaires dé
rites Chap.4.2.1 pour lesquels nous n'ajustions que 3 modes. On notera aussique lorsque l'a priori sur la petite séparation est in
orre
t, elle est relativement mal estimée.Par exemple pour le s
énario 5, la valeur médiane obtenue est 6.1 ± 0.7 µHz 
e qui est environ

1 µHz au dessus de la valeur vraie. Ce dé
alage reste inférieur à 2σ. On remarquera que bienque les fréquen
es soient relativement bien 
ontraintes (l'erreur typique tend vers la résolution
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Table 4.10 � Haut : Rapports 
on
urrentiels OMA,MB

pour les s
énarii 1 à 5. Bas : rapport
on
urrentiel pour le s
énario 6, 
onsistant en une 
omparaison de 4 modèles de spe
tre ; deuxave
 l = 2, deux autres sans. Les valeurs de la matri
e 
orrespondent aux 
ombinaisons derapports 
on
urrentiels possibles. On remarquera que le bon modèle est trouvé, mais seulementave
 une probabilité de 64%. En situation réelle, nous ne pourrions que di�
ilement 
on
lure.S
enario OMA,MB1 2× 10482 7× 10263 1.5 × 1044 7.2095 1.578

S
enario 6
M l

k\M l′

k′ M1
A M1

B M2
A M2

B PR(M
l
k|y, I)

M1
A 1 4.6104 92.6707 2.9385 64%

M1
B 0.2169 1 20.1003 0.6374 13%

M2
A 0.0317 0.0495 1 0.0108 1%

M2
B 0.3403 1.5690 31.5373 1 22%
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Figure 4.3 � Exemple de hauteur relative des modes l = 2 dans le 
as des simulations (s
énario3) pour la bonne identi�
ation (a) et la mauvaise (b). Dans le 
as de la bonne identi�
ation lahauteur relative Vl=2 est sous-estimé de 30%. Dans le 
as de la mauvaise identi�
ation, la hauteurrelative du mode semble suivre la distribution statistique du bruit. Ce
i 
on�rme les simulationsmenées sur seulement 3 modes.
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Figure 4.4 � Comparaison entre les valeurs vraies et les valeurs obtenues par ajustement pour lesspe
tres simulés. Deux s
énarii sont présentés : s
énario 3 (a,b,
) et s
énario 4 (d,e,f). On utilisei
i une représentation en "boite à mousta
he" (whisker plot). Le re
tangle 
entral 
orrespond àun intervalle de 
on�an
e à 68.3% (équivalent à 1 σ) autour du médian (trait à l'interieur dure
tangle). Les lignes de part et d'autre du re
tangle indiquent l'intervalle de 
on�an
e à 95.5%(équivalent à 2 σ). Les boites à mousta
hes sont habillées de 
ouleurs pour les frequen
es (a,d).La ligne pleine noire représente le l = 0. La ligne grise en pointillés est asso
iée aux l = 1. Le
l = 2 est dans un gris moins fon
é. L'axe des ab
sisses est dé�ni par la quantité n + l/3. Lebiais statistique dû à un 
hoix inexa
t d'a priori est visible (s
énario 3) sur les fréquen
es du
l = 2. Dans le 
as des hauteurs (b,e) et largeurs (
,f), on 
ompare les valeurs vraies utilisées lorsde la génération du spe
tre (lignes pointillés) aux valeurs estimées. Le pro�l de bruit est aussireprésentée.
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trale dans les 
as les plus favorables) 
e n'est pas du tout le 
as des hauteurs et largeurs.L'anti
orrélation entre hauteur et largeur est aussi assez bien visible sur 
es �gures. On signaleraque tous les résultats présentés in
luent les valeurs vraies à tout au plus 2σ.La 
on
lusion de 
es simulations est qu'à 
ondition d'ajuster des modèles de spe
tres dont leshypothèses physiques sont exa
tes (pro�ls lorentziens symétriques, splitting 
onstant, rotationlente, ...), il est très probablement possible d'évaluer de manière 
orre
te quel est la bonneidenti�
ation pour la plupart des étoiles et 
e, même si les 
onditions de rapport hauteur desmodes sur bruit (H/N & 3) et/ou les propriétés stellaires sont mauvaises.4.3 Appli
ations aux étoilesMaintenant que nous avons un degré de 
on�an
e su�sant en notre algorithme et en ses
apa
ités, nous pouvons l'appliquer à de véritables 
as stellaires.4.3.1 Un 
as stellaire intensivement étudié : HD49933HD 49933 est une étoile qui a été observée une première fois par CoRoT tout juste aprèsson lan
ement durant 60 jours (IRa-01). Les données se sont révélées assez di�
iles à analyser
omme nous pourrons le voir dans 
e qui suit. C'est pourquoi il a été dé
idé qu'elle soit réobservéedurant 130 jours environ (LRa-01). Au �nal, les deux observations d'une durée totale de plus de190 jours ont permis d'atteindre une duré d'observation inégalée pour 
ette mission.Avant CoRoT, HD49933 avait déjà été observée depuis le sol par Mosser et al. (2005). Lesdonnées du IRa-01 ont été intensivement étudiées. Celles 
i ont été en premier lieu analyséespar Appour
haux et al. (2008) en utilisant une méthode par MLE. Nous les avons ré-analyséesune première fois de manière su

in
te par une appro
he bayésienne en 2008, publié dans un
ompte rendu de 
onféren
e Benomar (2008). Une autre étude de 
es données sismiques a étée�e
tuée par Gruberbauer et al. (2009) mettant en oeuvre une appro
he Bayésienne et un modèlephysique fortement simpli�é (notamment absen
e de splitting rotationel et largeurs des modes
onstantes).HD49933 est une étoile de la séquen
e prin
ipale de type spe
tral F5V. Ses 
ara
téristiquesprin
ipales sont : une masse approximative de 1.2M⊙ (Mosser et al. 2005) pour un rayon de
R/R⊙ = 1.34±0.06 (Thévenin et al. 2006). Di�érentes estimées de vsin i sont disponibles, allantde 9.5 ± 0.3 km.s−1 (Mosser et al. 2005) à 10.9 km.s−1 (Solano et al. 2005). Comme soulignépar Appour
haux et al. (2008), le spe
tre puissan
e à basse fréquen
e semble porter la signaturede la période rotationnelle 
ausée par le transit de stru
tures de surfa
es. Ce
i se manifeste parun pi
 signi�
atif à 3.4 µHz. En se basant sur le vsin i, le rayon et la position de 
e pi
, l'angled'in
linaison de l'étoile semble être 
ompris entre 22 − 30◦, alors qu'en exploitant les donnéesastérosismiques, Appour
haux et al. (2008) trouve 50− 62◦. Pour 
es auteurs, 
ette in
ohéren
eviendrait de la superposition des modes de même parité. Mais 
omme démontré plus loin, 
ettein
ohéren
e est simplement due à l'e
he
 du test de rapport de vraisemblan
e au sens du MLE (seréférer au Chap.2.1 pour une des
ription du MLE). On 
omprend intuitivement que les solutionspossibles (maxima de probabilité lo
aux) sont abondantes dans un spe
tre dé
rit par près d'une
entaine de paramètres. Ave
 le re
ul permis par les données supplémentaires du LRa-01, il estévident que les résultats publiés dans 
ette étude sont in
orre
ts 
ar l'identi�
ation trouvée n'estpas la bonne. Dans tout 
e qui suit, l'identi�
ation trouvée par Appour
haux et al. (2008) seradénommée A tandis que l'identi�
ation opposée sera dénommée B.Dans 
e qui suit, nous reproduisons les résultats déjà publiés dans Benomar et al. (2009a)portant sur le IRa-01 et dans Benomar et al. (2009b) portant sur l'étude 
onjointe de IRa-01 et
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omment l'analyse bayésienne intensive que nous avons e�e
tuée sur 
etteétoile a permit d'établir statistiquement qu'elle est la bonne identi�
ation.

Figure 4.5 � (Haut) Spe
tre de puissan
e de HD49933 (IRa-01) superposé au modèle M1
A(modèle le plus probable). (Bas) Spe
tre de puissan
e de HD49933 (IRa-01) superposé au modèle

M2
B (deuxième modèle le plus probable)Sur la base des données du IRa-01 (
f. spe
tres Fig.4.5 ou diagramme é
helle du spe
treFig.4.6) il est impossible de tran
her quant à l'identi�
ation. Comme on l'a déjà dit, les modesde 
ette étoile sont bien plus larges que dans le soleil 
e qui engendre une superposition à la foisdes multiplets et du l = 0 sur le l = 2. Au �nal, toute observation visuelle des données sousquelques forme que 
e soit ne permet pas d'aboutir à une 
on
lusion quant à l'identi�
ation desex
ès d'énergie manifestes dans le spe
tre de puissan
e.Comme pour toutes les étoiles que avons analysées, nos ajustements ont suivi la méthodologiedé
rite Chap.4.1. Pour HD 49933, nous avons 
omparé un total de 4 modèles 
omme pour les
énario 6 des simulations (2 modèles sans l = 2, deux supposant leur existen
e). Pour 
ha
und'eux, nous avons a
quis 2 000 000 d'é
hantillons 
e qui a garanti une pré
ision de l'ordre de 0.2dex sur les log-probabilités des modèles (soit environ 10-20% d'erreur estimée si les probabilitésrelatives à deux modèles sont égales). Les probabilités obtenues sont résumées Table 4.11 lorsquel'on 
onsidère les hauteurs relatives des modes libres. Le modèle le plus probable n'in
lut pas
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Figure 4.6 � Diagramme é
helle du spe
tre de puissan
e pour le IRa-01. Ce diagramme é
helleest tiré de Appour
haux et al. (2008)Table 4.11 � rapport 
on
urentiels et estimation des probabilités lors de l'analyse de HD49933(IRa-01).
M l

k\M l′

k′ M1
A M1

B M2
A M2

B PR(M
l
k|y, I)

M1
A 1 492.72 4.4817 2.7183 62.8%

M1
B 0.0020 1 0.0091 0.0055 0.2%

M2
A 0.2231 109.94 1 0.6065 14%

M2
B 0.3679 181.26 1.6487 1 23%de l = 1 et 
orrespond à l'identi�
ation fournie par Appour
haux et al. (2008). La probabilitéfournie ne favorise que très peu 
ette identi�
ation. Si nous 
al
ulons la probabilité marginale quel'identi�
ation A soit vraie, indépendament de la présen
e ou de l'absen
e du l = 2, on obtient,

P (MA|D, I) = PR(M
1
A|D, I) + PR(M

2
A|D, I) = 63%(approx. ± 15%) (4.6)

P (MB |D, I) = 1− PR(MA|D, I) = 37%. (4.7)En�n, si on suppose 
omme totalement improbable le fait qu'il n'y ai pas de l = 2 dans le signal(
e qui est à l'opposé de 
e que suggère le modèle le plus probable) alors on obtient,
P (MA|D, I) =

PR(M
2
A|D, I)

PR(M2
A|D, I) + PR(M2

B |D, I)
= 37.8% (4.8)

P (MB |D, I) = 1− PR(MA|D, I) = 62.2% (4.9)Quelque soit le point de vue à partir duquel on aborde les données et 
ontrairement à l'appro
hesimpli�ée par MLE, nous ne pouvons tran
her quant à l'identi�
ation la plus probable : il n'y apas de modèle qui se déta
he 
lairement des autres.Notons que nous avons aussi essayé d'imposer une hauteur relative �xe au l = 2. Celafournit des résultats très similaires à 
eux présentés i
i. En fait, les données du IRa-01 sont toutsimplement trop pauvres d'un point de vue statistique pour pouvoir tran
her. D'un point de vuedé
isionnel nous devons 
onsidérer que 
'est M1
A qui est le plus probable. Mais d'un point devue physique nous pensons que le l = 2 doit être présent et don
 que 
'est M2

B le modèle le plusprobable, mais pas de manière signi�
ative. Au le
teur intéressé par plus de détails sur 
etteétude, nous 
onseillons de nous référer à Benomar et al. (2009a).
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e résultat ambigu qui a motivé l'étude 
onjointe du IRa-01 et LRa-01. L'analyse
onjointe des deux observations s'est e�e
tuée après 
al
ul d'un spe
tre de puissan
e moyen derésolution nominale de 60 jours. La durée de 60 jours de la première observation nous a obligéeà un dé
oupage en 3 mor
eaux ( 3 × 60 jours) et ainsi, nous avons dû négliger une dizaine dejours de données. Les tests que nous avons menés ont montré que les résultats ne variaient quetrès peu en fon
tion de la se
tion de la série temporelle négligée. Les variations typiques sontsystématiquement très inférieures aux barres d'erreurs à 1σ selon que l'on néglige les premiersjours ou les derniers jours d'observations.

Figure 4.7 � Collapsogramme obtenue par 
ollapse de 12 "tran
hes" de spe
tres.Cette nouvelle analyse s'est e�e
tuée sur le même prin
ipe que 
elle de Appour
haux et al.(2008). Plusieurs équipes ont analysé 
ette étoile de manière indépendante (la plupart n'ontanalysé que le LRa-01 seul). Les 
on
lusions de 
ha
un ont été synthétisés dans Benomaret al. (2009b) et sont univoque. En 
e qui 
on
erne l'identi�
ation des modes, la 
ara
téris-tique prin
ipale de 
ette étude et que presque tous les ajusteurs 3 utilisant des méthodes variées(MLE/MAP/MCMC) aboutissent à la même 
on
lusion : la bonne identi�
ation est la B (op-posée à 
elle pré
édemment trouvée). De plus, l'étude par MCMC que nous avons mené a évaluél'éventualité d'une absen
e de l = 2 (modèles M1
x). Nous avons aussi 
onsidéré di�érents s
énarii
on
ernant la hauteur relative des modes. Au �nal, toutes les situations envisagées aboutissentà la même 
on
lusion : la présen
e du l = 2 est avérée. Ce
i 
orrespond don
 au modèle M2

B.Les Fig.4.8, 4.9, 4.10 résument les di�érentes éventualités testées en 
e qui 
on
erne le bruit etles a priori sous forme d'un diagramme de dé
ision. Ce type de diagramme permet de représen-ter graphiquement une 
haine de pro
essus de dé
ision. Même si il existe un 
as dans lequel laprobabilité asso
iée aux modèle dominant est relativement faible (la plus basse valeur obtenueest 81%), on insistera sur le fait que le résultat produit pointe toujours dans la même dire
tion.L'identi�
ation étant établit ave
 une quasi-
ertitude, nous ne la dis
uterons plus.Fa
e à 
es résultats, nous avons aussi 
her
hé à évaluer la présen
e du l = 3. En théorie, nouspouvons utiliser la 
omparaison de modèles pour 
ela, mais la durée de 
al
ul est très supérieurelorsque 
e dernier est ajouté (de l'ordre de 50 % plus longue). Les temps de 
al
ul par modèleétant déja de l'ordre de 3 semaines (3 à 4 millions d'é
hantillons), nous avons 
her
hé à faire plussimple. Sur la base du 
ollapsograme (
f. Fig.4.7) nous avons 
her
hé à établir par ajustementsi un modèle tenant 
ompte du l = 3 était probant (hauteur relative du l = 3 �xé à la valeur3. Une personne ne pouvait 
on
lure : Rafael Gar
ia
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Vl=1 Vl=2

Table 4.12 � Hauteur relative du l = 1 et du l = 2 lorsque 
elles 
i sont toutes deux libres oulorsque 
elle du l = 2 est �xé à la valeur solaire. Dans 
e dernier 
as, la distribution est un dira
à la position Vl=2 = 0.53. Fixer la hauteur relative du l = 2 fait remonter la valeur de la hauteurrelative du l = 1 à une valeur très pro
he de la valeur solaire (médian pour Vl=1 = 1.49). Ce
iest une indi
ation de plus en faveur de l'identi�
ation M2
B .
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ollapsograme est généré en sommant le spe
tre après sa dé
oupe en mor
eaux delongueurs égale à ∆ν. En somme, 
'est une version 
ollapsée du diagramme e
helle. Seul les 12ordres radiaux les plus intenses ont été 
ollapsés. Au �nal, il est probable à 72% (±2%) que le
l = 3 ne soit pas né
essaire pour dé
rire 
orre
tement le pro�l observé. Un examen visuel abonded'ailleurs dans 
e sens. Nous 
on
luons don
 qu'il n'est pas possible de distinguer le l = 3, malgréla remarquable qualité des données déjà atteinte.

Figure 4.8 � Diagramme de dé
ision obtenu lorsque l'on suppose a priori les hauteurs libres.Les modèles rejetés lors du pro
essus dé
isionnel sont en rouge. Ceux a

eptés en vert. Lesvaleurs des a priori fournis i
i prévalent évidement fa
e à 
elle de la Table 4.2. Initialement, on a
her
hé la possibilité de la né
essité d'un se
ond pro�l de type Harvey pour dé
rire le bruit lorsde l'ajustement des modes individuels. Cette hypothèse n'est jamais soutenue. Quelque soit l'apriori appliqué, la probabilité est toujours en faveur du modèle M2
B . L'erreur sur 
ha
une desprobabilités est i
i inférieure à 4%.La grande majorité des valeurs de fréquen
es obtenues par les di�érents ajusteurs des donnéess'a

orde à 1σ. Toutes s'a

ordent dans un intervalle à 1.5σ. Les barres d'erreurs sont extrême-ment faibles dans l'intervalle ν ∈ [1300, 2000], parti
ulièrement pour le l = 1 (Fig. 4.3.1) puisqu'iln'est peu ou pas a�e
té par la présen
e de l'indis
ernable l = 3. Le l = 2 est en revan
he trèsmal 
ontraint. Les diagrammes é
helles des données et de l'ajustement sont présentés Fig.4.3.1.En
ore une fois, il n'est pas possible de visuellement établir l'identi�
ation. On pourra 
ependantfaire remarquer que 
'est la légère asymétrie provoquée sur l'ex
ès d'énergie asso
ié au 
ouple

l = 0−2 qui 
onforte les tests statistiques à 
hoisir le modèle B. Pour s'en 
onvain
re, on pourraregarder la Fig.4.3.1, représentant la tran
he spe
trale (sur une grande séparation) dans laquellele rapport hauteur sur bruit est le plus élevé. Une vue d'ensemble du spe
tre est aussi fournie4.3.1.On trouvera les pro�ls des hauteurs, largeurs et amplitudes en Fig.4.3.1. On observe globa-lement les mêmes tendan
es que pour le Soleil. Par exemple, les largeurs 
roissent ave
 l'ordre
n. Il semble aussi y avoir un plateau autour du maximum d'amplitude. L'amplitude est remar-quablement bien déterminé ave
 IRa-01+LRa-01, 
e qui est bien moins le 
as lors de l'analysedu IRa-01. C'est moins le 
as pour les hauteurs et surtout pour les largeurs.La Fig.4.3.1 montre la dépendan
e entre l'angle et le splitting. On remarque que tout deuxsont 
orrélés. C'est un fait déja signalé dans Ballot et al. (2008) et nous aurons le loisir de l'illustrer
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Figure 4.9 � Même 
hose que la Fig.4.8 lorsque l'on présuppose la hauteur relative du l = 2�xée à la valeur solaire et 
elle du l = 1 libre. On notera que doubler la "toléran
e" sur l'apriori du splitting ne 
hange au
unement la probabilité. L'erreur sur 
ha
une des probabilitésdes modèles est i
i inférieure à 4%.

Figure 4.10 � Même 
hose que la Fig.4.8 lorsque l'on présuppose la hauteur relative du l = 1 et
l = 2 �xées aux valeurs solaires. On fera remarquer que toutes les autres équipes ayant analysé lesdonnées (les ajusteurs) se sont pla
ées dans 
e 
as. Nous n'avons pas jugé né
essaire de 
omparerdi�érents s
énarii sur les a priori i
i 
ar l'identi�
ation fournie est sans ambigüité possible i
i.L'erreur sur 
ha
une des probabilités est inférieure à 0.01%.
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Figure 4.11 � Le spe
tre moyenné et l'ajustement asso
ié.

Figure 4.12 � Erreur à 1σ moyenne ( borne supérieure et inférieure) pour les fréquen
es du
l = 0 (triangles), l = 1 (losanges) et du l = 2 (
roix) de HD49933 (IRa-01 + LRa-01) en fon
tionde la fréquen
e.
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Figure 4.13 � Diagramme é
helle du spe
tre de puissan
e moyen de HD49933 (IRa-01 + LRa-01)et des fréquen
es a posteriori.

Figure 4.14 � Se
tion du spe
tre de HD49933 pour laquelle le rapport hauteur sur bruit desmodes est le plus élevé. On distingue assez 
lairement l'asymétrie sur l'ex
ès d'énergie du 
otédu 
ouple l = 0− 2. Elle est moins évidente à dis
erner ailleurs dans le spe
tre.
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ations des MCMC sur des étoiles de CoRoTun peu plus loin. Le maximum de densité de probabilité est obtenue autour de {22◦, 3.9µHz}.Sur la �gure, la zone rouge et jaune représente assez bien l'erreur à 1σ. Ave
 
ette identi�
ation
es valeurs sont 
ohérentes ave
 
elles déduites du vsin i, du rayon et de la période rotationnel.Alors que les analyses par MLE privilégiaient la mauvaise identi�
ation ave
 le IRa-01 (ave
une probabilité de plus de 99.99%(!)), les analyses MCMC aboutissaient à une 
on
lusion bienplus nuan
ée. L'utilisation d'une série temporelle plus longue et don
 statistiquement plus �ablea permit de ré
on
ilier 
es deux appro
hes. Les méthodes d'analyses 
lassiques montrent leurslimites lorsque la fon
tion vraissemblan
e est fortement bruitée (i.e. 
onstellé de maxima lo
aux).En 
on
lusion, les méthodes bayésiennes sont lourdes mais bien plus e�
a
es que le MLE ou leMAP pour établir un jugement de la manière la plus juste possible.Finalement, bien que HD49933 ait représenté un véritable dé� à analyser, la ri
hesse duspe
tre de 
ette étoile nous a permis d'extraire les propriétés individuelles de plus d'une 
in-quantaines de modes pulsations. L'observation par CoRoT de HD49933 a permis de mener untravail de pionnier en astérosismologie puisqu'au
un astre, à l'ex
eption du soleil, n'avait étéobservé ave
 une telle pré
ision. C'est sans 
onteste que nous pouvons a�rmer que toute l'ex-périen
e a
quise sur 
ette étoile a servi et servira l'analyse des autres étoiles de CoRoT et deKepler.4.3.2 Un autre 
as di�
ile : HD181420Tout 
omme HD49933, 
ette étoile est un 
as assez di�
ile 
ar même si nous disposons d'unesérie temporelle relativement longue (environ 150 jours), le rapport hauteur sur bruit est plusfaible que pour HD49933.HD181420 est une étoile en apparen
e assez 
omparable à HD49933, de type spe
trale F2,de température de surfa
e Teff = 6580 ± 105K de masse M/M⊙ = 1.311 ± 0.063 et de rayon
R/R⊙ = 1.595 ± 0.032. Sa luminosité est log(L/L⊙) = 0.63 ± 0.03 et de métalli
ité similaire ausoleil : [Fe/H] = 0.00±0.06 selon Bruntt (2009) (l'indi
e ⊙ se réfère au Soleil). Une analyse a déjàété publiée dans Barban et al. (2009) dont voi
i les prin
ipales 
on
lusions. HD181420 montre un
lair ex
ès de puissan
e imputé aux modes, autour de 1.5mHz. Sa grande séparation moyenneest d'environ 75µHz. La rotation induit une modulation de la luminosité du fait du passagepériodique de ma
ro stru
ture de surfa
e. Ce pi
 se situe autour de 4.5µHz et son étalementimportant (de 3 à 6 µHz) suggère une rotation di�érentielle pronon
ée. Ce pi
 fournit aussi uneindi
ation sur le splitting rotationnel des modes et sur l'angle d'in
linaison stellaire. En e�et surla base de 
onsidérations géométriques on a,

i = arcsin

(

v sin i

2πRνs

)

≃ 35◦. (4.10)A l'issue de l'analyse menée par Barban et al. (2009), il n'a pas été possible de 
on
lure quantà l'identi�
ation des modes. Un autre arti
le de Mosser et al. (2009a) propose une méthode parauto
orrelation pour identi�er les modes. Il asso
ie au pi
 à 1683 µHz un l = 1. C'est une mé-thode intéréssante 
ar très rapide d'exe
ution 
ontrairement au 
al
ul bayésien de probabilité.Toutefois nous devons rester prudent ave
 
ette 
on
lusion 
ar la méthode est purement empi-rique. Une validation sur un ensemble important d'étoile doit être e�e
tué pour identi�er seslimites. Comme nous le verrons plus loin, nous trouvons la même identi�
ation des modes queMosser & Appour
haux (2009). Notons aussi que la méthode proposée fournit aussi la bonneidenti�
ation de HD49933, 
e qui est en
ourageant.Bien que de manière moins intensive que pour HD49933, une série de d'ajustements a étée�e
tuée pour HD181420 en faisant varier quelques a priori. Nous allons tout d'abord présenter
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Figure 4.15 � Les pro�ls de hauteur, largeur et d'amplitudes des modes pour HD49933 aprèsanalyse du spe
tre moyenné (IRa-01 + LRa-01).
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Figure 4.16 � Carte des dépendan
es entre angle d'in
linaison stellaire et splitting rotationnelpour HD49933 (IRa-01 + LRa-01).les résultats importants sur les probabilités de modèles. Puis nous nous fo
aliserons sur lesparamètres individuels et dis
uterons de leur dépendan
es respe
tives.Identi�
ation des modesLes a priori sur les hauteurs relatives étant les plus in�uents, nous avons testé 3 types de
ontrainte possibles, tout 
omme pour HD49933 (IRa-01 + LRa-01) :- hauteur relative des modes libres (S
énario A).- hauteur relative du l=2 �xée à la valeur solaire (S
énario B).- hauteurs relative des modes �xée à la valeur solaire (S
énario C).La rotation de surfa
e semble assez mal 
ontrainte, 
e qui a justi�é l'utilisation d'un a prioripeu 
ontraignant sur le splitting rotationnel (
f. Table 4.2). De la même manière que pourHD49933, nous avons 
onstaté qu'un seul pro�l de Harvey su�sait statistiquement pour dé
rirela dépendan
e fréquentielle du bruit. Les Tables 4.13, 4.14, 4.15 résument tous les rapports
on
urrentiels et probabilités dans les di�érents s
énarii envisagés. Le nombre d'é
hantillonsa
quis est su�samment élevé (de 3 millions à 5.5 millions) pour garantir une erreur inférieure à
0.25 dex sur 
haque log-probabilité. Remarquons que pour 
ette étoile le nombre d'é
hantillonsné
essaire est très supérieur à 
elui né
essaire pour HD49933 pour atteindre la même pré
ision(d'un fa
teur 2 environ). Sur la base de l'expérien
e d'ajustement MCMC que nous avons a
quis,il y a deux 
ir
onstan
es qui peuvent expliquer 
ela.Lorsque le modèle est inadéquat ou le niveau de bruit est élevé, les fdp (des fréquen
es no-tamment) s'éloignent de plus en plus de la gaussienne (multiples maxima lo
aux essentiellement).Dans 
e 
as, 
omme expliqué pré
édemment, l'e�
a
ité d'é
hantillonnage dé
roit puisque 
elle-
i n'est optimale que si les fon
tions à é
hantillonner et la loi de proposition sont de natureidentiques 4. Deuxièmement, le nombre de paramètres ajustés est légèrement supérieur au 
as de4. Se référer au Chap.3.2.2 pour plus de pré
ision.
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M l

k\M l′

k′ M1
A M1

B M2
A M2

B PR(M
l
k|y, I)

M1
A 1 16.44 73.70 5.47 79.6%

M1
B 0.06 1 4.48 0.33 4.8%

M2
A 0.01 0.22 1 0.07 1.1%

M2
B 0.18 3.00 13.46 1 14.5%Table 4.13 � Rapports 
on
urrentiels et estimation des probabilités lors de l'analyse deHD181420 lorsque l'on suppose les hauteurs relatives Vl=1 et Vl=2 
omme paramètres libres.

M l
k\M l′

k′ M1
A M1

B M2
A M2

B PR(M
l
k|y, I)

M1
A 1 22.20 67.43 2.52 68.7%

M1
B 0.05 1 3.04 0.11 3.1%

M2
A 0.01 0.33 1 0.04 1.0%

M2
B 0.40 8.81 26.75 1 27.2%Table 4.14 � Rapports 
on
urrentiels et estimation des probabilités lors de l'analyse deHD181420 lorsque l'on suppose la hauteur relative Vl=2 
omme paramètre �xé à la valeur solaire(Vl=1 étant libre).

M l
k\M l′

k′ M1
A M1

B M2
A M2

B PR(M
l
k|y, I)

M1
A 1 0.01 1.60 104 0.00 0.1%

M1
B 1.8 102 1 2.9 106 0.15 12.7%

M2
A 0.00 0.00 1 0.00 0.0%

M2
B 1.2 103 6.90 2.0 107 1 87.2%Table 4.15 � Rapports 
on
urrentiels et estimation des probabilités lors de l'analyse deHD181420 lorsque l'on suppose les hauteurs relatives Vl=1 et Vl=2 
omme paramètres �xés àla valeur solaire.HD49933 
ar nous avons un ordre radiale supplémentaire à ajuster.Après observation de 
es tables, nous pouvons 
onstater qu'au premier regard il n'est paspossible d'établir ave
 
ertitude l'identi�
ation des modes 
ar les résultats varient en fon
tion desa priori utilisés. Après une observation attentive, il est toutefois possible de faire les 
onstatationssuivantes :1. Les s
énarii A et B privilégient le modèleM1

A 
'est à dire sans l = 2. Le rapport 
on
urren-tiel entre les deux modèles les plus probables (i.e., M1
A et M2

B) dé
roit toutefois de manièreimportante (la log-di�éren
e est divisée par deux) lorsque la hauteur relative du l = 2 est�xé à la valeur solaire. En marginalisant par le nombre de degrés, on a- S
énario A :
PR(MA|D, I) = PR(M

1
A|D, I) + PR(M

2
A|D, I) ≃ 80.7% (4.11)

PR(MB |D, I) = PR(M
1
B |D, I) + PR(M

2
B |D, I) ≃ 19.2% (4.12)- S
énario B :

PR(MA|D, I) = PR(M
1
A|D, I) + PR(M

2
A|D, I) ≃ 69.7% (4.13)

PR(MB |D, I) = PR(M
1
B |D, I) + PR(M

2
B |D, I) ≃ 30.3% (4.14)2. Le s
énario C privilégie fortement l'identi�
ation B ave
 l = 2 (M2

B). En marginalisant,on obtient ainsi l'identi�
ation B à plus de 99.9%.
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omme très improbable l'absen
e du degrée l = 2 (
e qui revient à imposeraux a priori sur les modèles M1
A et M1

B les valeurs P (M1
A|I) = P (M1

B |I) = 0, 
f. Eq.3.43)alors on obtient une probabilité qui est systématiquement et signi�
ativement en faveurde l'identi�
ation M2
B ave
 une probabilité supérieure lorsque l'on 
ontraint les hauteursrelatives, S
enario A : PR(MB |D, I) ≃ 93% (4.15)S
enario B : PR(MB |D, I) ≃ 96.5% (4.16)S
enario C : PR(MB |D, I) > 99.99% (4.17)L'hypothèse suggérée au point 3 est tout à fait valide puisqu'on a a�aire à des pulsateurssolaires. Si on suppose 
ette hypothèse vraie, alors les seules sour
es empê
hant la déte
tionformelle du l = 2 sont le niveau de bruit et le degré de superposition des modes de même parité.En e�et, 
omme pour HD49933 et plus généralement pour les étoiles plus 
haudes que le soleil, lalargeur des modes est très importante 5. La petite séparation attendue étant voisine du splittingrotationnel, nous nous retrouvons dans une 
on�guration de paramètres stellaires défavorables(plus en
ore que pour HD49933) pour mettre en éviden
e le l = 2.Comme nous l'avons déjà suggéré Chap.4.2.1, il est aussi possible d'identi�er la présen
e du

l = 2 indépendamment du 
al
ul de probabilité et don
 de véri�er la pertinen
e de l'hypothèsesuggérée au point 3 : si il n'y a pas de l = 2, le pro�l de la fdp de la hauteur relative du l = 2doit porter la signature de la statistique du bruit. La Fig.4.3.2 montre les deux fdp asso
iées à 
eparamètre. Pour l'identi�
ation M2
A, nous retrouvons approximativement une loi exponentielledé
roissante (pon
tuée par des minima lo
aux) 
ara
téristique du bruit, 
e qui n'est pas le 
asdu modèle M2

B .Au regard de tous 
es éléments, nous pouvons 
on
lure que l'identi�
ation laplus probable est la B et in
luant les modes l = 2. Cette identi�
ation est la même que
elle fournie par Mosser & Appour
haux (2009).Nous voyons i
i toute les possibilités o�ertes par un é
hantillonnage. Les raisonnements quipeuvent être menés peuvent être beau
oup plus 
omplexes qu'ave
 une plus simple appro
he.Une autre 
on
lusion s'impose : 
ontrairement aux simulations, il n'est pas possible de dis-
riminer 
orre
tement entre modèles de degrés de 
omplexités di�érents (i.e. de nombre de para-mètres di�érents) lorsque les a priori sur la hauteur relative n'est pas fortement 
ontrainte. AuChap.4.2.2 nous disions que les simulations testaient la pertinen
e d'une méthode en supposantle modèle exa
t. Nous pensons don
 que la dis
rimination entre modèles de tailles di�érentesé
houe dans le 
as présent par
e que le modèle ajusté n'est qu'approximativement vrai.Paramètres individuelles et dépendan
esDans 
ette se
tion nous présentons les résultats prin
ipaux portant sur les paramètres aposteriori obtenus pour HD181420. Nous 
omparerons notamment le 
omportement des modèles
M2

A et M2
B .Dans la Table de Figure 4.16 on a représenté les fdp et les 
artes de 
orrélation pour le splittinget l'angle d'in
linaison stellaire en fon
tion des di�érents a priori imposés sur la hauteur relativedes modes de degrés l = 1 et l = 2. On remarquera premièrement que le splitting est mal 
ontraintet fortement multimodal. Il est possible que 
e
i soit dû à une mauvaise paramétrisation. Leshypothèses les plus probables sont selon nous :5. Grâ
e aux données Kepler, il est même possible d'établir une relation empirique entre température et largeurdes modes. Cette dernière 
roit selon une loi de puissan
e en fon
tion de la température e�e
tive de surfa
e del'étoile.
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Table 4.16 � Fon
tion de densité de probabilité et 
arte de 
orrélation pour l'angle et le splitting.La distribution marginale obtenue pour le splitting est fortement 
hahutée quelque soit l'a prioriutilisé. L'angle d'in
linaison est beau
oup plus stable. Ce
i suggère que le splitting rotationnel estmal modélisé (symétrie des 
omposantes rotationnelles et/ou variation de sa valeur en fon
tionde la fréquen
e). Il existe une forte 
orrélation entre angle et splitting.
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Table 4.17 � Carte de 
orrélation entre les hauteurs relatives des modes pour les s
énarii M2
A et

M2
B . Lorsque la hauteur relative du l = 1 
roît, la hauteur relative du l = 2 
roit en proportion.Ce résultat est totalement indépendant de l'identi�
ation ajustée. Le même 
omportement peutêtre mis en éviden
e sur les autres étoiles que nous avons ajustées.
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Table 4.18 � Carte de 
orrélation entre la hauteur relative des modes et l'une des hauteurs dumode l = 0 pour le modèle 
onsidéré 
omme le plus vraisemblable (M2
B). Lorsque la hauteurdu l = 0 augmente, la hauteur relative des modes l = 1 et l = 2 dé
roit en proportion. Ce
omportement peut être mis en éviden
e sur tous les modes ajustés. Il est aussi 
ommun à toutesles étoiles ajustées.
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Figure 4.17 � Les hauteurs relatives des degrés l = 1 et l = 2 (s
énario A) pour M2
A (haut) et

M2
B (bas). La hauteur relative du l = 2 suit approximativement une loi dé
roissante.1. il existe une asymétrie dans la position fréquentielle des 
omposantes rotationnelles. le

m = 0 n'est pas le bary
entre des 
omposantes m = ±j.2. l'hypothèse de rotation solide est in
orre
t. Le splitting varie fortement d'un mode àl'autre.3. le niveau de bruit est trop élevé pour extraire une valeur �able de 
e paramètre.4. le bruit ne suit pas exa
tement la statistique en χ2 par endroit du spe
tre. En e�et lespi
s orbitaux polluent signi�
ativement le spe
tre de 
ette étoile.Les deux premières raisons possibles sont 
rédibles 
ar nous savons que la rotation d'uneétoile peut fortement in�uen
er la position des modes m (le developement perturbatif d'ordre 1est insu�sant). Ce
i est d'autant plus vraie que l'étoile tourne vite. Ballot (2010) a par exemplemontré qu'ave
 une vitesse de rotation similaire à HD49933 (pour rappel, 3 à 4 jours de période),des e�ets d'asymétries (hypothèse 1) peuvent se faire sentir. On peut aussi imaginer une très forterotation di�érentielle, similaire à 
elle 
onstatée dans le Soleil, ave
 formation d'une ta
ho
lyne(hypothèse 2).Nous avons tenté d'évaluer l'éventualité 1 en supposant,- une asymétrie des 
omposantes rotationnelle 
onstante (pour 
haque l) et don
 indépen-dante de la fréquen
e des modes ou,- une asymétrie suivant une loi linéaire en fon
tion de la fréquen
e (pour 
haque l).Tous les modèles obtenus sont rejetés ave
 des rapports 
on
urrentiels supérieures à la 
entaine(probabilité quasi-nulle). Pré
isons que le nombre de paramètre à ajouter varie de 3 à 6 en fon
tiondes tests e�e
tués, 
e qui est peut-être trop important. Le spe
tre étant fortement bruité il est
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her
hions don
 des e�ets trop �ns à mettre en éviden
e en l'absen
ede 
onnaissan
e a priori adéquate 6. Le résultat obtenue ne signi�e don
 nullement qu'il n'y apas d'asymétrie. C'est un problème 
lassique en inféren
e : il est toujours plus fa
ile de prouverqu'un phénomène physique est présent (en le mesurant) plut�t que l'inverse, l'absen
e de mesure
on
luante n'étant pas une preuve d'absen
e de phénomène. Selon nous, l'information 
ontenuedans le spe
tre de puissan
e est tout simplement insu�sante pour établir ave
 
ertitude si il ya véritablement asymétrie des 
omposantes rotationnelle. Autrement dit, nous ajoutons trop deparamètres et/ou ne limitons pas assez les solutions possibles par les a priori.A l'avenir, il serait intéressant de re
her
her une possible rotation di�érentielle en utilisantune des
ription plus �ne du splitting ; par exemple supposer une variation linéaire en fon
tionde la fréquen
e.Quoiqu'il en soit, nous pensons que le niveau de bruit est trop élevé (hypothèse 3) et 
onstituetrès probablement la 
ause prin
ipale des di�
ultés auxquelles nous sommes 
onfrontés pour
omprendre le signal à notre disposition. Pour lever l'ambiguïté, ré-observer l'étoile serait don
 lameilleure solution. On peut aussi envisager utiliser des a priori très 
ontraignants pour re
her
herles petites subtilités du signal. Il faut toutefois que 
es 
onnaissan
es a priori soient basées surdes 
onsidérations solides au risque d'aboutir à des 
on
lusions erronées.Une distribution moins étalée du splitting est obtenue à partir du moment où la hauteurrelative du l = 2 est �xé. L'angle est bien 
ontraint et relativement indépendant de la 
ontrainteétablie (l'erreur est toutefois plus importante si les hauteurs relatives ne sont pas �xées). La 
artede 
orrélation montre sans surprise qu'il existe une forte 
orrélation entre angle d'in
linaisonstellaire et splitting rotationnel. Ce résultat a déjà été souligné dans Barban et al. (2009) etBallot et al. (2008). Ce qui est nouveau, 
'est que le degré de 
orrélation semble dépendre de la
onnaissan
e a priori utilisé : la dispersion de la fon
tion de 
orrélation est moins importantelorsque les hauteurs sont libres. Une fois les hauteurs �xées, on retrouve le résultat 
lassiquementadmis : la ligne de 
rête de la fon
tion de 
orrélation entre splitting et angle d'in
linaison estune fon
tion dé
roissante de l'angle, de forme parabolique. Le même phénomène est visible pourHD49933 bien que de manière moins pronon
ée, probablement par
e que les données sont demeilleure qualité.La Table de Figure 4.17 montre la 
orrélation entre les hauteurs relatives pour les deuxidenti�
ations possibles (modèles M2
A et M2

B). On remarquera la dépendan
e très forte entre leshauteurs relatives des modes et 
e, indépendamment de l'identi�
ation. Ce résultat est 
ommunà toutes les étoiles ajustées jusque là (HD 49933, HD 181420, HD 52265 7 et 4 étoiles Kepler).Parallèlement, on observe une anti-
orrélation entre hauteur du l = 0 et les hauteurs relativesdu l = 1 et l = 2 (
f. Table de Figure 4.18).Ces deux phénomènes s'expliquent assez fa
ilement. De la théorie des os
illations stellaires,on peut montrer qu'il y a équi-partition de l'énergie entre les modes de même parité. Ainsi, ona en puissan
e,
∑

l impair

Vl =
∑

l pair

Vl. (4.18)En supposant les hauteurs relatives pour l > 2 négligeables, on a don
 Vl=1 ≃ Vl=0 + Vl=2.Augmenter la hauteur relative du l = 2 revient à diminuer la hauteur relative du l = 0. Ladispersion que nous obtenons est probablement due à la propagation des in
ertitudes sur leshauteurs du l = 0 et aux approximations du modèle. Par exemple tous les modes non pris en
ompte (i.e. l > 2) parti
ipent a fortiori au bruit. Notons que 
ette relation n'a pas été utilisée6. Nous avons utilisé des a priori de Je�rey 
ar nous ne disposons d'au
un renseignement pré
is sur l'impor-tan
e de l'e�et re
her
hé.7. Papier en 
ours de préparation par Jérome Ballot.



4.3. Appli
ations aux étoiles 109
omme a priori mais elle pourrait éventuellement mieux 
ontraindre l'ajustement et permettreune meilleure dis
rimination entre modèles.Dans 
e qui suit nous ne présenterons que les résultats obtenus lorsque la hauteur relative du
l = 2 est �xée. En e�et, il n'y a pas de di�éren
e majeures dans les paramètres individuels desmodes entre 
e s
énario (pré
édemment nommé B) et le s
énario dans lequel toutes les hauteursrelatives sont �xées (pré
édemment noté C). Ce
i du fait de barres d'erreurs relativement im-portantes. Par 
ontre, 
omme nous l'avons déjà expliqué, la superposition des modes de mêmeparité peut modi�er leur estimation et il est préférable de "dé
orreler" les degrés l = 0 et l = 2mitoyens en utilisant au mieux l'information que nous jugeons pertinente, à savoir que la hauteurrelative du l = 2 est très pro
he de la valeur solaire. C'est pourquoi nous ne présentons pas nonplus le s
énario A plus en détail.On a représenté le spe
tre de puissan
e superposé au meilleur ajustement du modèle M2

Bs
énario B, Fig.4.18 et 4.19. On remarquera que malgré une ri
hesse ex
eptionnelle du spe
tre enterme de nombre de modes (près de 60 identi�és), il est bien di�
ile de les extraire de manièrepré
ise : l'étalement des modes est très important du fait de l'in�uen
e 
onjointe d'une rotationde l'ordre de quelques jours (i.e. splitting élevé) et de temps de vie 
ara
téristique des modestrès 
ourts (i.e. largeur des modes importantes).
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Figure 4.18 � Le spe
tre de puissan
e de HD181420 superposé au meilleur ajustement (modèle
M2

B). Le spe
tre est extrêmement ri
he ave
 plus 20 ordres radiaux.La Fig.4.20 regroupe les pro�ls en fon
tion de la fréquen
e des prin
ipaux paramètres desmodes (hauteur, largeur, amplitude). On pourra en
ore une fois faire le parallèle ave
 les résultatsobtenues pour HD49933. Bien que le pro�l des hauteurs soit relativement similaire à 
elui deHD49933 (pro�l grossièrement gaussien), des di�éren
es notables sont visibles pour les largeurset pour les amplitudes : les largeurs des modes augmentent jusqu'à environ 1850 µHz pourdiminuer ensuite. L'observation du pro�l d'amplitude révèle qu'il y a une dis
ontinuité dans lepro�l d'amplitude autour de 1450 µHz (sixième ordre radial ajusté). Cette dis
ontinuité semble
oïn
ider ave
 une rupture de régularité de l'os
illation de l'ordre radial l = 1 (visible dans lediagramme é
helle Fig.4.21). Il est don
 possible que 
e mode soit mixte et en 
e sens, 
ela fournit
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Figure 4.19 � Le spe
tre de puissan
e de HD181420 superposé au meilleur ajustement (modèle
M2

B) dans la région du maximum de hauteur des modes. Le signal est extrêmement bruité. A
ause d'une valeur d'un splitting et d'une largeur des modes importante, l'énergie des modes esttrès étalée dans le spe
tre. L'extra
tion et l'identi�
ation des modes n'en est que rendue plusdi�
ile.une 
ontrainte forte sur le stade évolutif de HD181420. Nous dis
uterons de 
et éventualité dansle Chap.6.3 
onsa
ré au modèles de stru
ture interne. Il est aussi possible que 
e soit un e�et despi
s orbitaux. En e�et, à 
ause de la largeur très importante des modes dans 
ette région, les l = 1(situés autour de 1307 µHz, 1460 µHz et 1610 µHz) sont pollués par les pi
s orbitaux. Nous nepensons pas 
ette hypothèse valide 
ar les modes sont extrêmement large par rapport à la largeurtypique des pi
s orbitaux (
f. Fig.4.22). De plus, nous ne tenons pas 
ompte des points supposésa�e
tés. En�n on peut supposer que 
e sont les hypothèses du modèle ajusté (splitting 
onstant,et
...) qui sont en 
ause. Mais dans 
e 
as, les barres d'erreurs tiennent 
ompte impli
itement de
ela. Ajoutons aussi que le rapport hauteur sur bruit est de l'ordre de 1. L'ex
itation sto
hastiqueest signi�
ative. La varian
e du bruit 8 est de l'ordre de 0.5 ppm2/µHz et rares sont les pointsdu spe
tre dépassant un seuil à 3σ. C'est pourquoi on rappelle qu'il est important de se �er àl'intervalle de 
on�an
e et pas seulement à la valeur médiane.

8. Pour une statistique du χ2
2, la varian
e est égale à la moyenne.



4.3. Appli
ations aux étoiles 111

Figure 4.20 � Les pro�ls de hauteurs, largeurs et d'amplitudes des modes pour HD181420. Lespro�ls sont radi
alement di�érents de 
eux de HD49933 pour les largeurs et amplitudes. Il y anotamment une dis
ontinuité dans le pro�l d'amplitude entre le 6ème et le 7ème ordre radial.
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Figure 4.21 � Diagramme é
helle de HD181420. Les erreurs sont parti
ulièrement importantes.On remarquera que la position du 6ème l = 1 (ν = 1385.18 µHz) du diagramme ne suit pasl'os
illation quasi-périodique visible jusqu'à 2000 µHz.

Figure 4.22 � superposition de 3 segments du spe
tre de puissan
e après re-
entrage sur laposition du mode l = 1 à 1385.18 µHz. De bas en haut, nous avons don
 le l = 1 à 1307.69,
1385.18 et à 1457.46 µHz, dont les lignes verti
ales noires signalent les positions médianes. Celuià 1385.18 ne suit pas l'os
illation visible sur le diagramme é
helle. Les lignes verti
ales en orangesignalent la position attendue des pi
s orbitaux. La perturbation orbitale est très lo
alisée. Engénérale elle n'a�e
te pas plus de 1 ou 2 points du spe
tre. Faisons remarquer que les pointssupposés a�e
tés n'ont pas été pris en 
ompte lors de l'ajustement (3 points par pi
s sont ignorés).
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e de l'algorithme sur un é
hantillon d'étoiles simulées . 1305.1 ProblématiqueNous avons vu que lorsque le rapport hauteur sur bruit était faible, nous pouvions être dansl'in
apa
ité d'établir ave
 dis
ernement quelle était l'identi�
ation des dits modes. De plus, 
e
ipeut être a

entué par des 
ara
téristiques intrinsèques de l'étoile observée, fortement défavo-rable à une analyse 
orre
te de 
ertains paramètres stellaires (superposition des modes ou angled'in
linaison quasi-nul par exemple). Dans 
es 
as, une analyse intensive mettant en oeuvredes méthodes lourdes d'é
hantillonnage à base de MCMC ont montrées leur e�
a
ité. Dans un
ontexte où seuls quelques objets sont observés, tel que 
'est le 
as ave
 la mission CoRoT, 
etype d'outils peut fournir des résultats dans des temps raisonnables. Cependant dans le 
adre dela mission Kepler, une analyse par é
hantillonnage MCMC n'est pas envisageable pour l'instant.En e�et 
omment analyser plusieurs milliers d'objets e�
a
ement et rapidement lorsque le tempsd'analyse pour un seul de 
es objets né
essiterait plusieurs semaines de 
al
ul sur une ma
hinea
tuelle ?Pour répondre à 
ette problématique, il est don
 né
essaire d'élaborer des outils d'analysesstatistique relativement e�
a
es et rapides. Une grande pré
ision des résultats n'est alors pas le
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tion automatique et systématique de paramètres stellairesseul 
ritère à prendre en 
ompte. Bien entendu, le gain en rapidité se fera au détriment de laqualité des paramètres estimés. C'est pourquoi il ne faut pas ex
essivement réduire la 
omplexitédes modèles mis en oeuvre (par exemple, supposer la hauteur des modes indépendante de lafréquen
e est une hypothèse trop forte).Ce 
hapitre a pour objet d'essayer de répondre à 
ette problématique en présentant uneappro
he globale d'analyse des modes stellaires pour les étoiles de type solaires dans leur séquen
eprin
ipale. Ce travail a vu le jour suite à mon séjour en Angleterre, à l'Université de Birmingham,sous la dire
tion du Dr William Chaplin. Dans 
e qui suit, nous exposerons les 
hoix e�e
tués
on
ernant les moyens d'analyse, les hypothèses de travail et les performan
es de la méthode.Tout d'abord, exposons le problème. Un réseau au sol ou un satellite observe un 
hamp pré
isdu 
iel grâ
e à un photomètre. Dans 
e 
hamp, la plupart des étoiles ont déjà été 
ataloguées lorsde 
ampagnes antérieures et nous disposons la plupart du temps d'informations photométriques,astrométriques et spe
tros
opiques basiques. Les estimations 
ouramment à notre disposition etsur lesquelles nous porterons notre intérêt sont :
• la température e�e
tive de surfa
e de l'étoile : Teff
• la luminosité de l'étoile : L.
• le logarithme de gravité en surfa
e : log(g). Gravité qui est proportionnelle au rapport
M/R2 où la M est la masse et R le rayon de l'étoile : g = GM

R2 (G étant la 
onstantegravitationnelle).Les mesures e�e
tuées par notre photomètre nous permettent de 
onstruire un spe
tre de puis-san
e représentatif des pulsations de 
ha
une des étoiles du 
hamp.Quelle est alors la manière la plus e�
a
e d'extraire les paramètres individuels des modesstellaires automatiquement et sur la base de 
es seules mesures ?5.2 Extra
tion d'information générale sur les modes5.2.1 MéthodologieComme le montrent l'Eq.1.52 et l'Eq.1.53, à partir du log(g) et de Teff il est possible d'estimerl'amplitude maximale des modes et leur position moyenne dans le spe
tre. Par la suite, en sebasant sur l'Eq.1.54, la grande séparation peut aussi être estimée.De plus, Chap. 4.3.1, nous avons montré qu'en première approximation, il était possible demodéliser l'amplitude ou la hauteur des modes de pulsation stellaire par une fon
tion gaussiennedé
rivant l'enveloppe des dit modes. Le bruit stellaire peut être quant à lui modélisé par unensemble de fon
tion de type Harvey, pour lesquelles nous avons justi�é l'usage au Chap. 1.2.1.En pratique, les lois d'é
helles dé�nies dans le Chapitre introdu
tif (Chap.1.2.8) sont très ap-proximatives : elles ne dé
rivent 
orre
tement que le 
omportement moyen d'une large populationd'étoile. Chaque étoile peut, de par ses parti
ularités, être très éloignée de la tendan
e moyennedonnée par 
es lois d'é
helles. Qui plus est, nous ne disposons a priori d'au
une information surle jeu de paramètres asso
iés au bruit. L'information a priori à 
e stade est don
 très par
ellaire.Dans 
es 
onditions, le moyen le plus e�
a
e d'établir un ajustement du spe
tre est d'utiliser unalgorithme d'é
hantillonnage, dans le 
as présent à base de MCMC.Néanmoins, nous voulons limiter le temps de 
al
ul. Pour allier à la fois qualité et rapiditénous avons 
hoisi d'e�e
tuer une première re
her
he en aveugle (é
hantillonnage MCMC) dumeilleur jeu de paramètre pour le bruit et les modes dé
rits de manière globale (νenv, Henv,
σenv). Mais 
ette re
her
he rapide ne sert qu'à appro
her la solution optimale. En e�et, un
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hantillonnage MCMC est très e�
a
e pour s'appro
her de la solution la plusprobable et 
e, indépendamment des paramètres initiaux.Une fois la solution appro
hée, typiquement au bout de 15 000 itérations 1, une appro
heMAP prend le relais pour a�ner le résultat et 
al
uler les barres d'erreurs asso
iées grâ
e à uneestimation de la matri
e hessienne.Le temps total de 
onvergen
e (MCMC + MAP) vers la solution est relativement 
ourt (del'ordre de 3 min par étoile sur un 
oeur de pro
esseur Intel i7 
aden
é à 2.67Ghz) 
ar le nombrede paramètres est relativement faible (inférieur à la dizaine).Un se
ond problème 
onsiste à établir si l'ex
ès d'énergie attribué aux modes est su�sammentsigni�
atif pour permettre une analyse plus approfondie des modes (l'extra
tion des paramètresindividuels). Pour 
ela, on 
ompare deux modèles, l'un n'ayant que les 
omposantes de Harveyet du bruit blan
 (modèle sans mode, à 7 paramètres, Eq.5.1a), l'autre ayant à la fois 
es 
om-posantes et une gaussienne (modèle ave
 mode, à 10 paramètres, Eq.5.1b). Cette 
omparaisonse fait en 
al
ulant le rapport 
on
urrentiel entre les deux modèles testés pour 
haque étoile, telqu'expliqué au Chap.2.2.3 (Eq.2.19). On a,
M1(ν) =

n=2
∑

i=1

Ai

1 + (Biν)pi
+ C. (5.1a)

M2(ν) =M1(ν) +Henve
−0.5(ν−νenv)2/σ2

env . (5.1b)Le seuil de réje
tion entre signal utile et bruit est �xé à 50%. Autrement dit,� si OM2,M1 > 1 (i.e. P (M2|y, I) > 50%) alors l'étoile est retenue pour une analyse plus �ne,� sinon, alors l'étoile est rejetée : au
une analyse supplémentaire n'est e�e
tuée.Pour assurer la stabilité des résultats sur l'ensemble relativement hétérogène d'étoiles obser-vées, nous avons préféré limiter le nombre de pro�ls de type Harvey à 2. Nous négligeons le pro�ldominant à très basse fréquen
e 
ara
térisant les phénomènes très lents en surfa
e de l'étoile,tel que les ta
hes stellaires. Ces phénomènes se manifestent à très basse fréquen
e. On restreintdon
 l'ajustement à la plage [80− FN ] µHz (FN étant la fréquen
e de Nyquist).5.2.2 Les 
onnaissan
es a priori utiliséesLes a priori utilisés i
i sont plut�t subje
tifs 
ar ave
 quelques dizaines de milliers d'é
han-tillons seulement, l'algorithme MCMC ne fournit qu'un jeu de paramètres pro
he du maximum,sans estimer 
orre
tement les erreurs. Obtenir une estimation 
orre
te de la moyenne né
essitemoins d'é
hantillons que le 
al
ul de la varian
e et des moments supérieurs. Le tableau 5.1 syn-thétise les informations a priori utilisées. Pour résumer, à 
e stade nous faisons 
on�an
e à lavaleur fournie par l'algorithme MCMC jusqu'à un 
ertain degré, dé�ni de manière empirique etrésumé dans la table pré
itée. Par exemple, on estime que la hauteur de l'enveloppe ne peutex
éder de 50% la valeur moyenne trouvée à partir de l'é
hantillonage.5.3 Extra
tion des modesA 
e stade, pour les étoiles ayant un ex
ès de puissan
e imputé aux modes su�sammentsigni�
atif (
omparaison entre les modèles M1 et M2), on dispose d'une information globale surles modes des étoiles. Il s'agit don
 maintenant d'établir une pro
édure automatique qui :1. On pourra faire le parallèle ave
 les simulations présentées Chap.4.2.1 dont le nombre de paramètres estsimilaire. Lors de 
es simulations il a fallu une 
entaine de milliers d'é
hantillons pour re
onstruire pré
isémentles fon
tions de densité de probabilité. I
i, 
e n'est pas l'obje
tif re
her
hé.
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tion automatique et systématique de paramètres stellairesTable 5.1 � Synthèse des a priori utilisés lors de la phase de re
her
he de l'ex
ès de puissan
easso
ié au modes de pulsation. Les indi
es 0 se rapportent aux résultats obtenus grâ
e à l'algo-rithme de re
her
he des paramètres initiaux (algorithme MCMC). y 
orrespond au spe
tre depuissan
e. On retrouvera l'ensemble des �gures et signi�
ations des variables en Annexe A.paramètre a priori unité
Henv U(0, 1.5Henv,0) ppm2/µHz
νenv GUG(νenv,0 − 2σenv,0, νenv,0 + 2σenv,0, 0.5σenv,0, 0.5σenv,0) µHz
σenv GUG(0.6σenv,0, 1.4σenv,0, 0.1σenv,0, 0.1σenv,0) µHz

A1 U(0, max(y)) ppm2/µHz
B1 U(10, 5000) ksec
p1 p1 = 2 (�xé) /
A2 U(0, max(y)/4) ppm2/µHz
B2 U(0, 56) ksec
p2 U(0.5, 5) /1. Détermine le nombre de modes à 
onsidérer lors de l'ajustement2. Identi�e individuellement les modes3. Détermine les paramètres initiaux à utiliser4. E�e
tue l'ajustement.5.3.1 Comment automatiser l'ajustement des modes ?Nous avons vu au Chap. 1.2.5 que dans le spe
tre de puissan
e, la répartition en fréquen
edes modes des étoiles de type solaire satisfait approximativement la loi asymptotique (Eq. 1.28).Rappelons la :

ν(n, l) ≈ (n+ l/2 + ǫ)∆ν − l(l + 1)D0. (5.2)Les modes de même degré ont une distribution régulière, dont la distan
e moyenne n'est autreque la grande séparation ∆ν et dont le point d'origine est 
ara
térisé par D0 et ǫ. Si ∆ν, ǫ et
D0 sont estimés, 
ette loi peut don
 servir de point de départ pour la 
onstru
tion d'un modèleinitial à ajuster.Il existe diverses appro
hes pour estimer ∆ν automatiquement. On peut 
iter par exemplel'appro
he utilisée par Mosser & Appour
haux (2009), basée sur l'auto
orrelation de la sérietemporelle ou en
ore l'appro
he présentée par Mathur et al. (2010) basée sur le spe
tre duspe
tre de puissan
e. Durant la thèse nous n'avons pas développé notre propre outil d'extra
tionautomatique d'une estimation de la grande séparation 
ar nous nous sommes reposés sur desrésultats déjà existants lorsque 
ela a été né
essaire (i.e. pour l'analyse des étoiles Kepler). Parla suite, on nommera ∆ν∗ la valeur estimée a priori de la grande séparation.

D0 est assez fa
ile à estimer au premier abord 
ar empiriquement, il a été montré qu'il valaitune petite fra
tion de la grande séparation,
D0 ≈

2

100
∆ν. (5.3)Connaissant la grande séparation et D0, il est alors possible d'estimer ǫ. Pour 
ela il nousfaut tout de même une information supplémentaire : au moins une fréquen
e d'un mode ν(n, l)
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onnue. La stratégie adoptée 
onsiste à "ré
upérer" le point de plus haut rapport signalà bruit dans la région où les modes sont observés. On appellera ν∗ la fréquen
e asso
iée à 
e pi
.Typiquement l'extra
tion se fait sur un intervalle de 3σenv autour de νenv.Le pi
 extrait peut alors être attribué soit à un l = 0, soit à un l = 1 mais nous n'avons au
unmoyen a priori de 
onnaitre son degré l. Cependant, nous savons que pour intervertir le l = 0et le l = 1, il su�t d'ajouter/retran
her approximativement 1
2 à ǫ. En e�et, grâ
e à l'Eq.5.2 etl'Eq.5.3, on peut é
rire,

ǫ∗ ≈ ν∗

∆ν∗ − n
∗ − l

2
+ 0.02l(l + 1) (5.4)ave
 n∗ la partie entière de la fra
tion ν∗/∆ν∗ :

n∗ =

⌊

ν∗

∆ν∗

⌋

. (5.5)Nous sommes en
ore une fois 
onfrontés au problème d'identi�
ation des modes de degré pairet impair. Il nous faudra don
 en
ore une fois tester les deux éventualités possibles pour les ex
èsd'énergie avérées des modes. Cette 
omparaison se fera en 
al
ulant le rapport 
on
urrentiel dansun 
ontexte MAP. Nous aurons l'o

asion d'y revenir.Il est utile d'é
rire la largeur σenv de l'enveloppe des modes proportionnellement à la grandeséparation. Dans 
e 
as, l'ordre radial minimum et maximum peut être estimé grâ
e à la relation,
n± =

νenv ± ασenv
∆ν∗

. (5.6)
α doit être ajusté pour tenir 
ompte de su�samment de modes, mais il est inutile qu'il soittrop grand 
ar alors, les modes les plus éloignés de νenv ont des hauteurs quasi nulles et sonttotalement noyés dans le bruit. Utilisant une pro
édure empirique (essai/erreur), nous avonsremarqué que α = 2.5 est une valeur adéquate dans la plupart des 
as étudiés durant la thèse.En�n, le nombre de modes étant entier, nous avons dé
idé de prendre les quantités arrondiespar défaut ⌊n−⌋ et arrondies par ex
ès ⌈n+⌉. On peut alors dé�nir un équivalent fréquen
e de
es grandeurs, ν̌ = ⌊n−⌋∆ν∗ et ν̂ = ⌈n+⌉∆ν∗.5.3.2 Contraintes de 
ontinuité des fréquen
esModélisation des fréquen
esLa loi asymptotique peut être vue 
omme une fon
tion linéaire de l'ordre radial n. Pour tenir
ompte de variations plus lo
ales tout en imposant un a priori de 
ontinuité, nous pouvons parexemple 
onstruire une fon
tion polynomiale d'ordre supérieur 2.Dans le Chap. 4, 
haque fréquen
e a été 
onsidérée 
omme indépendante des autres, 
e quia justi�é l'utilisation des MCMC pour tenir 
ompte des multiples minima sus
ités par l'a

rois-sement du nombre de degrés de liberté. I
i, nous souhaitons que le 
al
ul soit rapide et il estpréférable d'utiliser du MAP. Cependant, nous 
her
hons aussi à 
e que la solution trouvée soitunique. Pour assurer une meilleure stabilité, nous sommes don
 obligés de réduire le nombrede degrés de liberté en restreignant le nombre de paramètres ou en
ore en appliquant des apriori forts. Ce
i est d'autant plus vrai que les séries temporelles ave
 lesquelles nous 
omptonstravailler peuvent être relativement 
ourtes 3 et don
 pauvres en information.2. Une alternative, probablement plus �able mais plus 
omplexe à mettre en pla
e, 
onsisterait à utiliser dessplines.3. La plupart des étoiles Kepler ont été observées durant seulement 30 jours. Les observations se poursuiventa
tuellement pour les meilleures 
ibles sur des durées supérieures.
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Figure 5.1 � Figure illustrant la manière dont est dé�ni la plage sur lesquels les modes sontsupposés signi�
atifs.On va imposer aux fréquen
es de suivre exa
tement un polyn�me d'ordre 2 pour 
haque degré
l. La forme la plus évidente d'un tel polyn�me est ν(n, l) = aln

2 + bln+ cl. Cependant des testsont révélé que l'ajustement ne fon
tionne pas 
orre
tement ave
 
ette expression : le résultat estsystématiquement "�gé" : le résultat de la minimisation est très fortement lié aux paramètresinitiaux fournis. En fait, les di�érents termes de la somme sont très fortement 
orrélés entreeux et une petite variation du paramètre al peut être fa
ilement 
ompensée par des variations
onjointes de bl et cl. Ce
i est d'autant plus vrai que les données sont bruitées et que le 
oe�
ientde 
ourbure moyen du motif de fréquen
es est faible.Une solution 
onsiste à modi�er la paramétrisation. Supposons qu'il existe des 
orrélationsentre al, bl et cl. Les di�érentes paires de 
orrélation sont, (al, bl), (al, cl), (bl, cl). Quel sera alorsle terme de 
orrélation dominant et de quelle nature sera 
ette 
orrélation ? A priori nous nepouvons répondre à 
es questions. Cependant, en observant la relation pré
édente, on remarqueque 
elle 
i doit être probablement la plus forte entre les termes de degré les plus éloignés, alet cl 
ar une perturbation δal sur le terme al induit une variation δν = δaln
2 tandis qu'uneperturbation δcl sur le terme cl induit une variation indépendante de n, δν = δcl. De manièresimilaire, une perturbation δbl sur le terme bl induit une variation δν = δbln. Nous supposonsdon
 que le terme dominant de 
orrélation est entre al et cl.Nous ne 
onnaissons rien quant à la nature réelle de 
ette 
orrélation, qui très 
ertainementvarie d'une étoile à l'autre. On va la supposer linéaire : cl(al) = αlal + γl. On néglige ainsi l'in-�uen
e des 
orrélations (al, bl) et (bl, cl) sur la 
apa
ité de l'algorithme d'ajustement à 
onverger(
e qui ne signi�e au
unement qu'elle ne sont pas signi�
atives). La nouvelle paramétrisation dupolyn�me sera :

ν(n, l) = aln
2 + bl(al)n+ cl(al) = aln

2 + bl(al)n+ αlal + γl (5.7)On se retrouve ave
 4 paramètres au lieu de 3. Mais on remarque aussi que pour cl(al =
0) = γl. Cela signi�e qu'un ajustement d'un polyn�me du premier ordre nous permettrait dedéterminer le terme γl. On se ramènerait alors au nombre de variable normal pour un polyn�med'ordre 2. En se basant sur la relation asymptotique, on identi�e : bl(al = 0) = ∆ν et cl(al =
0) = γl = (ǫ+ l/2)∆ν − l(l + 1)D0.Pour 
on
lure, ave
 
ette paramétrisation, nous sommes obligés de pro
éder en deux temps.Premièrement, on doit e�e
tuer un ajustement polyn�mial d'ordre 1 dont les 
oe�
ients s'iden-ti�ent à la loi asymptotique. On détermine ainsi γl. Deuxièmement, on �xe γl à la valeur fourniepar le premier ajustement et on e�e
tue un ajustement polyn�mial d'ordre 2 utilisant l'Eq.5.7.Cette re-paramétrisation est une 
ondition né
essaire pour que l'algorithme 
onverge e�
a
e-ment vers une solution stable et très souvent unique, en dépit des 
onditions di�
iles de rapport
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tion des modes 119signal à bruit.Pour le 
al
ul des erreurs sur les fréquen
es individuelles, on doit 
al
uler la matri
e de 
ova-rian
e par inversion de hessienne (
f Chap.2.3). En supposant que seul les termes de fréquen
essont 
orrélés, l'erreur s'é
rira alors (loi de propagation des erreurs) :
δν(n, l)2 =

(

∂ν(n,l)
∂al

)2
δa2l +

(

∂ν(n,l)
∂bl

)2
δb2l +

(

∂ν(n,l)
∂αl

)2
δα2

l +

2∂ν(n,l)
∂al

∂ν(n,l)
∂bl

covar(al, bl) + 2∂ν(n,l)
∂al

∂ν(n,l)
∂αl

covar(al, αl) +

2∂ν(n,l)
∂bl

∂ν(n,l)
∂αl

covar(bl, αl). (5.8)A priori pour les fréquen
esMaintenant que le 
hoix du modèle pour les fréquen
es est e�e
tué, nous devons dé�nirl'ensemble des a priori que nous allons appliquer. Le 
hoix de 
eux-
i va reposer essentiellementsur la validité de la loi asymptotique (qui est supposée être une représentation assez bonne de ladistribution des fréquen
es). Cette relation ne dé
rit 
orre
tement que les modes de pression dansles étoiles de type solaire dans la séquen
e prin
ipale 
ar les étoiles plus évoluées ont des modesmixtes. Le 
hamp d'appli
ation de notre méthode est don
 restreint à 
ette 
atégorie d'étoile.
∆ν n'est très souvent 
onnue qu'en moyenne et nous ne disposons pas d'évaluation au 
aspar 
as de l'erreur la plupart du temps. Nous savons par 
ontre que 
ette erreur est de l'ordre de

0.5% à 1% de ∆ν. On 
hoisit don
 d'utiliser un à priori gaussien 
entré sur l'estimation initialde la grande séparation dont :- l'é
art type est pris égal à 1% de ∆ν si l'erreur est in
onnue,- l'é
art type est pris égal à l'erreur à 1σ sinon.Pour ǫ nous ne disposons que d'une estimation (ǫ∗). Cependant, nous pouvons tout de mêmeétablir des 
ontraintes sur 
e paramètre dont voi
i la liste :� Premièrement, la loi asymptotique nous informe que dans tous les 
as, 1 < ǫ < 2.� Deuxièmement, ǫ 
ontr�lant l'identi�
ation, les deux identi�
ations doivent être 
lairementdistinguées : on ne tolère pas l'inversion des modes pairs et impairs lors de l'ajustement.� Troisièmement, on va exiger que les modes de degré l de même parité ne se 
roisent quedi�
ilement.La première 
ontrainte est expli
ite. Qu'impose la se
onde 
ondition ?Supposons que les grandeurs 
onnues ne sont pas trop éloignées de la solution 
orre
te.Introduisons alors les perturbations δ et δǫ par rapport à ∆ν∗ et ǫ∗. Ainsi les valeurs "vraies"de 
es paramètres peuvent s'é
rire ∆ν = ∆ν∗ + δ et ǫ = ǫ∗ + δǫ.Réé
rivons alors la loi asymptotique au voisinage de la solution optimale, en tenant 
omptedes Eq.5.2 et Eq.5.3,
ν∗ + δν = (n + ǫ∗ + δǫ+ l/2)(∆ν∗ + δ) − 0.02l(l + 1)(∆ν∗ + δ). (5.9)En ne préservant que les termes perturbatifs du premier ordre on a

ν∗ + δν = (n + ǫ∗ + l/2)∆ν∗ − 0.02l(l + 1)∆ν∗ +

δǫ∆ν∗ + (n+ ǫ∗ + l/2)δ − 0.02l(l + 1)δ. (5.10)Ce qui se simpli�e en
δν = δǫ∆ν∗ + (n+ ǫ∗ + l/2)δ − 0.02l(l + 1)δ. (5.11)
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tion automatique et systématique de paramètres stellairesNous avons dit que l'erreur sur la grande séparation était d'une fra
tion de pour
ent. Prenonsdon
 δ = 0.01∆ν∗. Ce
i nous permet de réé
rire la relation pré
édente uniquement en fon
tionde ∆ν∗

δν = δǫ∆ν∗ + 1.10−2(n+ ǫ∗ + l/2)∆ν∗ − 2.10−4l(l + 1)∆ν∗. (5.12)Ne pas tolérer l'inversion des modes 
'est imposer δν < (∆ν∗+δ)12 , 
e qui nous donne �nalementune 
ontrainte sur la variation δǫ que l'on peut tolérer,
δǫ ≈ 1.01

2
− 1.10−2(n+ ǫ∗ + l/2). (5.13)

δǫ peut don
 être utilisé 
omme a priori pour empê
her une inversion des modes pairs etimpairs. Nous avons 
hoisi d'imposer un a priori uniforme sur ǫ tel que ǫ∗ − δǫ < ǫ < ǫ∗ + δǫ.On rappelle i
i que ǫ est obtenu en moyenne, selon l'ordre radial n. Celui 
i doit don
 êtrere
al
ulé à 
haque itération de l'algorithme de minimisation.Globalement, 
omme nous déterminons ǫ∗ en utilisant le pi
 le plus haut, n = nmax ≈
νenv/∆ν ≈ 20 − 25 pour les étoiles de type solaire (environ 22 dans le 
as du soleil). Nous nepouvons qu'estimer grossièrement ǫ puisqu'il est lié aux propriétés mé
onnues de la surfa
e de
haque étoile. Dans le 
as solaire, ǫ ≈ 1.39, 
e qui nous donne δǫ ≈ 0.26 pour le l = 0 et l = 1.Dans la pratique, nous avons remarqué lors des tests, que δǫ = 0.20 est une valeur plusadaptée.Comment tenir 
ompte maintenant de la troisième 
ondition ?Les modes pairs et impairs de bas degré peuvent être dé�nis relativement à la position du
l = 0 et l = 1. Pour les modes de degré l = 2 (et éventuellement les l = 3 si ils étaient ajustés), onrappelle que la petite séparation entre l = 0 et l = 2 s'é
rit : δν02(n) = νn+1,l=2 − νn,l=0 ≈ 6D0.Les modes dé�nis par ν(n, 0) et ν(n, 2) sont don
 en première approximation parallèles et touté
art à 
ette 
ondition est le re�et de modi�
ation de grandeurs physique (densité ou vitesse duson par exemple) au sein de l'étoile. Se pose alors la question suivante : quel niveau de 
on�an
epouvons nous donner à 
ette loi ? I
i, le 
hoix subje
tif que nous avons fait 
onsiste à tolérerdes variations de la quantité δν02(n) dans une gamme assez vaste au voisinage de la fréquen
eattendue. L'a priori utilisé i
i est gaussien-uniforme-gaussien (
f. Fig.5.2). C'est le même a priorique 
elui utilisé lors de l'ajustement MCMC des étoiles CoRoT et Kepler dont l'identi�
ationest évidente (
f. Chap.4.1.2). Tel que dé�ni, 
et a priori a pour r�le essentiel de limiter lasuperposition des modes l = 2 et l = 0, mais sans l'ex
lure. L'é
art type de la gaussienne, σ est
al
ulé de telle sorte que 
haque mode de degré l = 0 se situe exa
tement à 1σ, 
omme montrésur la Fig.5.2.Les degrés l > 3 sont supposés d'intensité trop faible et ne sont pas pris en 
ompte.5.3.3 Contrainte de 
ontinuité des hauteurs et largeursModélisation des hauteursLorsque la résolution spe
trale est médio
re, la détermination des hauteurs et des largeursdes modes en est profondément a�e
tée. De plus, 
omme vu au Chap. 4.2.1, même dans des
onditions favorables (haut rapport signal sur bruit, absen
e de superposition des modes pairs etimpairs, splitting rotationnel résolu), les hauteurs et largeurs ne sont que grossièrement 
onnues.Comme notre méthode vise justement à être appliquée plut�t dans des 
onditions di�
iles, ilest préférable de 
ontraindre fortement hauteurs ou largeurs des modes. Mais 
omme 
es deuxparamètres sont anti-
orrélés, il est inutile de les 
ontraindre simultanément 
ar 
ela risqueraitd'introduire d'importants biais sur les amplitudes individuelles des modes.
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Figure 5.2 � A priori "gaussien-uniforme-gaussien" (GUG) appliqué à la petite séparation
δ02(n). δ∗02 
orrespond à la valeur attendu donnée par 6D0.La paramétrisation des hauteurs étant plus simple que 
elle des largeurs, nous avons 
hoisid'appliquer des 
ontraintes fortes sur 
elles 
i. En observant l'évolution des hauteurs en fon
tionde l'ordre radial, on remarque que très souvent, 
elle 
i suit une forme de 
lo
he. C'est pourquoi onimpose aux hauteurs de suivre exa
tement une loi gaussienne. Certaines étoiles 
onnues (
ommepar exemple α CenB) ont un pro�l d'amplitude ave
 2 maxima. Pour des étoiles de 
e type,l'approximation gaussienne peut être trop forte. Une alternative (non testée) serait d'imposer à
ha
une des valeurs de hauteur (i.e. 
ha
un des termes H(n, l)) de ne suivre qu'approximative-ment une gaussienne. Dans 
e 
as, les paramètres du pro�l de hauteur de l'a priori serait deshyper-paramètres, 
'est à dire des a priori non �xés 4, dont les grandeurs sont ajustées durantla pro
édure de minimisation.Dans le 
as solaire, la hauteur des modes l 6= 0 est proportionnelle à la hauteur du l = 0. Noussupposerons que 
'est aussi le 
as des autres étoiles de type solaire et n'ajusterons qu'une seulefon
tion gaussienne (Eq. 5.14). Les hauteurs des modes l 6= 0 seront dé�nies relativement à 
elledu l = 0, 
omme dans tous les exemples présentés jusque là. On nommera les paramètres hauteurmaximum, largeur et fréquen
e 
entrale des modes respe
tivement, Hmodes, σmodes, νmodes (à nepas 
onfondre ave
 les paramètres de l'enveloppe Henv, σenv, νenv lors de l'étape pré
édente). Ona don
,

H(ν, l = 0) = Hmodese
−0.5(ν−νmodes)

2/σ2
modes (5.14)

H(ν, l = 1) = Vl=1H(ν, l = 0) (5.15)
H(ν, l = 2) = Vl=2H(ν, l = 0). (5.16)A priori pour les hauteursNous n'utilisons i
i que des a priori uniformes pour 
ontraindre les paramètres de la gaus-sienne dé
rivant les hauteurs du l = 0. Les bornes de 
es fon
tions sont dé�nies en se basant surles résultats de l'étape d'ajustement de l'enveloppe des modes. Le tableau 5.2 résume les valeurs
ara
téristiques utilisées.4. Par exemple si on a un a priori gaussien N(α, σ) pour une variable x, 
ela revient à estimer α et σ en mêmetemps que x.
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tion automatique et systématique de paramètres stellairesTable 5.2 � Synthèse des a priori sur les hauteurs utilisés lors de l'ajustement polynomial (ordre1 et 2). On rappelle que y 
orrespond au spe
tre de puissan
e.paramètre a priori Unité
Hmodes U(0, max(y)) ppm2/µHz
νmodes U((n− − 1)∆ν∗, (n+ + 1)∆ν∗) µHz
σmodes U(0.25σenv , 1.5σenv) µHzNous aurions pu utiliser des a priori gaussiens puisque nous disposons des barres d'erreurs surles paramètres de l'enveloppe des modes et de la relation d'é
helle donnée par l'Eq.1.66 relianthauteur des modes (
ontr�lé par Hmodes) et hauteur de l'enveloppe des modes (
ontr�lé par

Henv). Mais 
ela est trop 
ontraignant : des tests utilisant l'Eq.1.66 
omme a priori ont montréque la qualité des résultats était parfois dégradée et que pour 
ertaines étoiles la 
onvergen
e del'ajustement n'était plus assurée : 
ette relation est probablement trop grossière. Par 
ontre, elleest su�sante pour être utilisée pour dé�nir la hauteur initiale des modes avant ajustement.Les a priori pour les hauteurs relatives Vl=1 et Vl=2 sont dé�nis sur la base de trois 
ritères :- la hauteur du l = 1 est supérieure à 
elle du l = 0 mais n'ex
ède pas deux fois 
elle 
i :
H(ν, l = 0) < H(ν, l = 1) < 2H(ν, l = 0).- la hauteur du l = 2 est positive et inférieure à 
elle du l = 0 : 0 < H(ν, l = 2) < H(ν, l = 0).- le maximum de probabilité des hauteurs relatives Vl=1 et Vl=2 
orrespond à 
elui du 
assolaire.Pour satisfaire à 
es exigen
es, nous appliquons un a priori gaussien-tronqué (
f. Annexe.A)sur les hauteurs relatives Vl=1 et Vl=2. Nous ne béné�
ions que de peu d'études sur de possiblesvariations de la hauteur relative des modes. les hauteurs relatives solaires sont obtenues entenant 
ompte du fa
teur de visibilité géométrique des modes après intégration sur tout le disquestellaire, et de l'e�et 
entre bord. Ce dernier 
oe�
ient peut varier en fon
tion de l'atmosphèrestellaire. On s'attend à des variations de l'ordre de 5 à 10 %. Cependant, une étoile CoRoTsemble avoir des hauteurs relatives inhabituelles : HD49385. Pour 
ette étoile plut�t évoluée ilsemblerait que le degré l = 3 soit parfois visible. Selon Deheuvels et al. (2010) nous avons,

Vl=1 = Hl=1/Hl=0 = 1.54 ± 0.16
Vl=2 = Hl=2/Hl=0 = 0.76 ± 0.12
Vl=3 = Hl=3/Hl=0 = 0.20 ± 0.05Le rapport signal à bruit de HD49385 est élevé et les modes l = 0 et l = 2 sont 
lairementdisso
iés : l'identi�
ation est évidente. Par 
ontre les modes l = 2 et l = 3 ont des hauteursrelatives très supérieure à 
elle attendues. L'atmosphère doit probablement jouer un r�le bienplus signi�
atif que prévu pour 
ertaines étoiles. Nos tests présentés dans les 
hapitres suivantsont portés sur le Soleil et sur un ensemble d'étoiles simulées issues d'un 
atalogue mis à dispositionpar la 
ommunauté travaillant sur Kepler 5.Pour le Soleil (
f. un peu plus bas), notre 
onnaissan
e sur la hauteurs relatives des modesest pré
ise. Nous utilisons dans 
e 
as un a priori gaussien dont les grandeurs 
ara
téristiquessont résumées Tableau 5.4.5. Ce sont des étoiles simulées spé
i�quement pour e�e
tuer des exer
i
es de performan
e d'algorithmes d'ex-tra
tion de paramètres stellaire. Ce 
atalogue est représentatif de 
e que Kepler est 
apable de produire en termede 
ourbe de lumière.
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tion des modes 123Table 5.3 � Synthèse des a priori sur les hauteurs relatives utilisées lors de l'ajustement polyno-mial (ordre 1 et 2) dans le 
as stellaire. L'a priori "gaussien-tronqué" est représenté en AnnexeA. paramètre a priori
Vl=1 GT (1.50, 0.5, 1, 2)
Vl=2 GT (0.53, 0.2, 0, 1)Table 5.4 � Synthèse des a priori sur les hauteurs relatives utilisées lors de l'ajustement poly-nomial (ordre 1 et 2) dans le 
as solaire. Deux é
arts type ont été testés pour évaluer l'in�uen
ede l'a priori. L'a priori gaussien est représenté Annexe A.paramètre a priori

Vl=1 N(1.50, 0.10) ou N(1.50, 0.20)
Vl=2 N(0.53, 0.05) ou N(0.53, 0.10)Pour les autres étoiles, les ajustements que nous avons menés se servent de HD49385 
ommeréféren
e pour dé�nir le degré de toléran
e de la fon
tion gaussienne-tronqué (GT) (i.e. paramètre

σ de la Table 5.3).Cette a priori est non normalisé. Don
 il ne peut être utilisé pour 
al
uler une probabilitéde modèle par é
hantillonnage MCMC (Chapitre 2.2). A partir du moment où il est in
hangéd'une identi�
ation à l'autre (
onstante de normalisation identique), il ne pose par 
ontre au
unproblème ave
 une appro
he de type MAP.5.3.4 Le bruit lors de l'ajustement des modesTout 
omme dans le 
hapitre 5.2, où l'on 
her
hait à ajuster l'enveloppe des modes, le bruitest modélisé par 2 pro�ls de Harvey et un bruit blan
 (Eq.5.1a).Les a priori sur le bruit sont dé�nis en se servant des informations 
olle
tées lors de l'ajus-tement de l'enveloppe des modes (valeur du maximum de densité de probabilité pour 
haqueparamètre et erreur estimée au voisinage du maximum).Les paramètres asso
iés au pro�l de Harvey dominant à plus basse fréquen
e sont �xés. Ce
iest équivalent à utiliser des distributions de Dira
 
omme a priori.Le se
ond pro�l de Harvey et le bruit blan
 sont 
ontraints par des a priori gaussiens. Dansles étoiles de type solaire de la séquen
e prin
ipale, 
'est le pro�l qui 
ontribue le plus au bruitdans la région où les modes sont ex
ités. Les maxima de densité de probabilité trouvés 
hapitre5.2 dé�nissent la valeur la plus probable et l'é
art type de l'a priori est dé�ni 
omme 3 foisl'erreur estimée.5.3.5 Remarque sur l'angle d'in
linaison et le splitting rotationnelL'angle d'in
linaison a une in
iden
e importante sur la hauteur des 
omposantes ±m lorsquele splitting rotationnel est résolu. Dans le 
as solaire, la rotation étant d'environ 28 jours, deux
omposantes 
onsé
utives de l'ordre azimutal (m = 0 et m = 1 par exemple) sont séparéesd'environ 0.4 µHz. Il est don
 inutile de tenir 
ompte du splitting pour des observations plus
ourtes que 28 jours. En pratique, il est impensable d'obtenir une information �able à une
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trale de 0.4 µHz. La résolution né
essaire est au moins 2 ou 3 fois plus élevée 
arla largeur des modes induit leur superposition.Comparé au 
as stellaire dans sa généralité, le Soleil est un rotateur plut�t lent et il est
ommun d'avoir des étoiles tournant en quelques jours 
omme pour HD49933 et HD181420.Cependant, nous avons vu qu'à faible rapport signal à bruit, ajuster le splitting est problématique
ar il peut exister de multiples maxima sous l'in�uen
e du bruit ou de propriétés stellaires.En�n, les appro
hes basées uniquement sur le maximum du 
ritère statistique (MLE ouMAP) rendent en
ore plus di�
ile la détermination du 
ouple angle/splitting. Il faut disposerde 
onditions initiales (initial guesses) relativement pré
ises, 
e qui n'est pas aisé. Par exemple,pour les étoiles observées par Kepler, une estimation du splitting n'est la plupart du temps pasdisponible 
ar les séries temporelles sont �ltrées à basse fréquen
e pour éviter une dé
ouverteinopportune d'exoplanète. Dans 
e 
as, au
une information a priori ne nous permet de dé
orrélerangle d'in
linaison et rotation (on ne 
onnait alors qu'au mieux le 
ouple vsin i de surfa
e).En 
onséquen
e, nous avons dé
idé pour les 
as présentés i
i de ne pas tenir 
ompte del'angle d'in
linaison stellaire et du splitting rotationnel (tous deux �xés à 0). Ce
i revient ne pastenir 
ompte des multiplets m lors de l'ajustement. Si à l'avenir il s'avérait possible d'obtenir demanière systématique et �able un indi
ateur sur l'une ou l'autre de 
es grandeurs, alors il seraitfa
ile d'apporter les modi�
ations né
essaires à notre 
ode.Nous n'attendons pas un impa
t signi�
atif sous forme de biais de l'absen
e de 
es paramètressur les fréquen
es 
ar, à l'ex
eption des rotateurs très rapides, les 
omposantes "splittés" sontdisposées peu ou prou de manière symétrique autour du m = 0. Par 
ontre, les hauteurs et leslargeurs des modes de degré l > 0 seront a�e
tées.Les 
onséquen
es de l'approximation brutale e�e
tuée sur le 
ouple angle et splitting serontentrevues dans les 
hapitres suivants, grâ
e aux simulations menées.5.3.6 Résumé de la méthodeNous avons 
onstruit di�érents modules permettant d'e�e
tuer les ta
hes pré
édemment dé-
rites. Nous résumons i
i la logique globale et le pro
essus dé
isionnel que nous avons 
hoisi pourextraire automatiquement les modes de bas degré l = 0, l = 1, l = 2 d'une part dans le 
asstellaire et d'autre part dans le 
as solaire.On pro
ède tout d'abord à un "nettoyage" sommaire des séries temporelles. Ainsi, les sautsd'intensité dus essentiellement aux impa
ts de protons sur le CCD et les dérives instrumentalessont enlevés.Ensuite, la fon
tion densité spe
trale de puissan
e est 
al
ulée et les paramètres initiauxsont 
al
ulés en se servant des relations d'é
helle dé
rites Chapitre 1.2.8. Pour le bruit, nousnous servons dire
tement du spe
tre pour 
al
uler des paramètres initiaux grossiers. Tous lesparamètres sont alors a�nés en utilisant un algorithme d'exploration de type MCMC.L'ajustement proprement dit peut alors être e�e
tué. Nous 
her
hons tout d'abord à vali-der/invalider la présen
e de modes stellaires signi�
atifs au regard du bruit. Pour 
ela, nous
omparons deux modèles en se servant d'un algorithme de minimisation de type maximum aposteriori. Le premier modèle 
omporte à la fois des modes dont l'enveloppe est dé
rite par unefon
tion gaussienne, et une des
ription du bruit stellaire et instrumentale. Le se
ond modèle ne
omporte que du bruit.Nous a

eptons toutes les étoiles pour lesquelles la probabilité de présen
e des modes estsupérieure à 50%. Les étoiles séle
tionnées sont transmises à une autre routine 
hargée de l'ex-tra
tion des paramètres individuels des modes. Le modèle dé
rivant les dits modes est pensépour assurer une mesure assez pré
ise des fréquen
es des modes en a

ord ave
 les 
onnaissan
es
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Figure 5.3 � Représentation s
hématique de l'algorithme utilisé lors de l'ajustement des modesstellaires. Les losanges 
orrespondent aux étapes pour lesquels un test logique (présen
e demodes ?, identi�
ation ?) est e�e
tué.a priori que nous avons des propriétés de pulsations des étoiles de type solaire dans la séquen
eprin
ipale. La grande séparation est pour le moment supposée estimée par un algorithme externe(table fournie en entrée de l'algorithme).Deux 
as se présentent alors. Si nous ajustons des données solaires, une seule identi�
ationest ajustée puisque 
elle 
i est parfaitement 
onnue pour 
et astre, et les a priori utilisés sonttrès 
ontraignants pour les hauteurs relatives des modes.Si nous travaillons ave
 des données stellaires, les deux identi�
ations des degrés sont envisa-gées. A l'issue de l'ajustement, les deux identi�
ations sont 
onfrontées via un test de vraisem-blan
e (
al
ul du rapport 
on
urrentiel au sens dé�ni au Chap. 2.2.3) et l'identi�
ation la plusprobable ainsi obtenu est retenue.Finalement, les erreurs et la matri
e de 
ovarian
e sont estimées en se basant sur la Hessienne.L'ensemble du pro
essus dé
isionnel dans le 
as de l'analyse stellaire est s
hématisé Fig.5.3.5.4 Test sur les données solaires : mise en éviden
e du 
y
le so-lairePour tester les 
apa
ités de notre méthode, nous avons dans un premier temps analysé lesdonnées de l'instrument VIRGO (Frohli
h et al. 1997). Ce sont des séries temporelles de l'intensitésolaire (photométrie) a
quises par le satellite SoHo, toujours en fon
tionnement a
tuellement.Nous disposons ainsi de plus de 15 ans de données quasi-
ontinues.Pour disposer de séries temporelles de pré
ision 
omparable à la plupart de 
elles a
quiseslors du début de la mission Kepler, nous avons 
hoisi de dé
ouper les 15 ans en sous-séries d'unedurée de 30 jours. Par la suite, 
haque sous-série est analysée 
omme dé
rit dans les partiespré
édentes.
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tion automatique et systématique de paramètres stellairesSuite à une perte du 
ontr�le du satellite durant 2 mois, en début de mission, nous avonsun trou dans les données. De plus, 
ertaines séries sont pon
tuées d'interruptions plus ou moins
ourtes. La résolution spe
trale est don
 au mieux de 0.386 µHz.Les spe
tres de puissan
e des sous-séries temporelles ont un très bon rapport hauteur surbruit. Ce rapport est de l'ordre de 20 à 40 au voisinage de la fréquen
e 
entrale νenv ≈ νmodes.Comme paramètre d'entrée, nous 
onnaissons évidement déjà νenv et don
 Amax. La grandeséparation moyenne est aussi 
onnue. Nous avons retenu ∆ν = 135µHz.A l'issue de l'ajustement, nous avons regardé si toutes les séries temporelles avaient été
onsidérées 
omme ayant des modes : 
e fut le 
as. Cela signi�e que toutes les 
ourbes de lumièrevalides 6 passent le premier test logique du s
héma de la Fig.5.3.On pro
ède alors à l'ajustement des paramètres des modes individuels sur la base des
ontraintes exposées dans les 
hapitres pré
édents. Les Fig.5.4 montrent un exemple de spe
tre depuissan
e et de diagramme-é
helle obtenu pour une sous-série de 30 jours de durée. La répartitionen fréquen
e des modes solaires est remarquablement bien reproduite par un polyn�me d'ordre2, autour du maximum d'amplitude. Nous avons ensuite regardé la dépendan
e temporelle desparamètres ajustés pour déterminer si la méthode était su�samment sensible pour mettre enéviden
e le 
y
le d'a
tivité du soleil.Sur la Fig.5.5 on a représenté l'évolution temporelle de la fréquen
e du mode l = 0 dans larégion de plus haut rapport hauteur sur bruit (n = 21 i
i). On voit 
lairement la modulationpériodique due à l'a
tivité du Soleil. Ce type de modulation est bien 
onnue depuis qu'elle aété mise en éviden
e par Woodard & Noyes (1985). Par 
ontre, il est remarquable de pouvoirextraire des variations de l'ordre de la résolution spe
trale sur un mode individuel alors que lades
ription utilisée pour les fréquen
es est globale. Bien entendu, la dispersion est relativementimportante mais la tendan
e générale des variations est 
lairement visible sur une large gammede modes (plage de fréquen
e ν ∈ [2500, 3900] µHz soit une dizaines d'ordres radiaux) et pourles 3 degrés ajustés. L'erreur typique 
al
ulé via l'Eq.5.8 est de l'ordre de 0.1 − 0.2 µHz.Des travaux antérieurs tels que 
eux de Chaplin et al. (2000) ou en
ore Komm et al. (2000)ont aussi mis en éviden
e des variations des valeurs 
ara
téristiques de hauteurs et largeursdes modes durant le 
y
le. Nos ajustements spe
traux montrent aussi 
ette tendan
e pour leslargeurs. Cependant, nous sommes limités par la résolution spe
trale et par le rapport hauteur surbruit. Ainsi 
et e�et n'est visible que lorsque la largeur des modes est supérieure à la résolutionspe
trale (
et limitation 
on
erne don
 les basses fréquen
es) et lorsque lorsque le rapport hauteursur bruit est su�sant, 
e qui ex
lut les modes d'ordre radial supérieur à 26. Sur la Fig.5.6 sontmontrés les variations 
y
liques de largeur pour l'ordre radial n = 21.Bien que le pro�l des hauteurs suit exa
tement une loi gaussienne, l'e�et de l'a
tivité a pu êtremis en éviden
e. La Fig.5.7 montre les variations du paramètre Hmodes (i.e. la hauteur maximalede la gaussienne) au 
ours du 
y
le.On pré
isera aussi que l'amplitude des modes dé�nie 
omme √πHΓ dé
roit et 
roit de 
on
ertave
 l'a
tivité 
omme déjà signalé dans Chaplin et al. (2000), bien que les variations de hauteuret de largeur soient en opposition de phase (Fig.5.8). On 
on�rme aussi les travaux de Chaplinet al. (2000) sur le taux d'ex
itation des modes : 
elui-
i dé�ni 
omme √πHΓ2, est 
onstant toutle long du 
y
le (aux in
ertitudes près).Cette méthode a permis de mettre en éviden
e une 
onséquen
e jusqu'alors ignorée du 
y
led'a
tivité sur les modes p. La hauteur relative du l = 2 (Vl=2) diminue lorsque l'a
tivité 
roit.Ces variations très faibles, sont de l'ordre de 5% mais la tendan
e globale est 
lairement visibleen Fig.5.9. Il est vraisemblable que l'amortissement de 
es modes soit plus sensible que les autres6. A 
ause de l'interruption de 2 mois il n'y au
un point valide sur deux des sous-séries. Dans 
e 
as au
uneanalyse n'est évidement possible.
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Figure 5.4 � Exemple de spe
tre solaire et de diagramme é
helle obtenus ave
 une sous-sériede 30 jours de données de l'instrument VIRGO. Sur le spe
tre le meilleur ajustement obtenuest représenté par une ligne bleue. Le rapport hauteur sur bruit est très élevé et la distributionen fréquen
e des modes très bien reproduite par un polyn�me d'ordre 2 (lignes rouges sur lediagramme é
helle). Sur le diagramme é
helle on distingue à gau
he le 
ouple l = 0 et l = 2 et àdroite le l = 1.
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Figure 5.5 � Evolution temporelle de la fréquen
e du mode n = 21, l = 0 (plus haut rapportsignal à bruit). Les barres d'erreurs à 1σ sont représentées par les 
ourbes pointillées. Une va-riation 
y
lique est 
lairement visible. La méthode est su�samment sensible pour déte
ter desvariations fréquentielles de l'ordre de 0.2-0.4 µHz au 
ours du 
y
le. Une 
ourbe de tendan
e(moyenne glissante) a été superposée au observations. La date d'observation débute le 1er Mars1996.

Figure 5.6 � Evolution temporelle de la largeur pour l'ordre n = 21. La dépendan
e vis à visde l'a
tivité solaire est visible. Les lignes pointillées 
orrespondent à l'intervalle à 1σ.
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Figure 5.7 � Evolution temporelle de la hauteur de l'enveloppe des modes. Une dépendan
e autravers du 
y
le d'a
tivité solaire est visible. Les lignes pointillées 
orrespondent à l'intervalle à
1σ.

Figure 5.8 � Evolution temporelle de l'amplitude de l'ordre n = 21. L'amplitude �u
tue au gréde l'a
tivité solaire.
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Figure 5.9 � Evolution temporelle de la hauteur relative du degré l = 2. Une dépendan
e autravers du 
y
le d'a
tivité solaire est visible. Une 
ourbe de tendan
e est superposée aux résultats.aux e�ets du 
hamp magnétique des ta
hes solaires, plus nombreuses près de l'équateur, où lesmodes l = 2 se 
on
entrent. Par opposition, les l = 0 et l = 1 se répartissent selon toutes leslatitudes.Au �nal, dans des 
onditions idéales de mesures, notamment de rapport hauteur sur bruit,la méthode est 
apable d'extraire les variations in�mes des paramètres individuels des modes p,malgré une des
ription sommaire de 
eux 
i.5.5 Performan
e de l'algorithme sur un é
hantillon d'étoiles si-muléesFort des résultats en
ourageants obtenus ave
 les données solaires, nous avons 
her
hé àestimer la qualité de l'ajustement sur un ensemble de 
ourbes de lumières simulées. Dans le
adre de la mission Kepler, des 
ourbes de lumière mimant le 
omportement (bruit de granulation,a
tivité, tout type de modes de pulsations, e�et rotationnels, ...) d'une large gamme d'étoiles ontété produites. Ces données, souvent nommées AsteroFLAG (nom d'un groupe internationnal dontl'obje
tif est la 
ara
térisation des spe
tres des étoiles de type solaire) sont dé
rites dans Chaplinet al. (2008) et 
onstituent un bon moyen de test de notre méthodologie. Nous avons utilisé 177étoiles simulées dont les magnitudes s'étalent de 7 à 10.8. Cha
une des séries temporelles a unedurée de 30 jours.Contrairement au 
as solaire, nous ne disposons pas d'approximation a priori de la grandeséparation. Idéalement, 
elle-
i devrait être fournie par un algorithme tiers que nous n'avons pasdéveloppé. Dans le 
as des données simulées, nous disposons des fréquen
es vraies de 
ha
unedes 177 étoiles simulées. Nous avons don
 
al
ulé la grande séparation moyenne sur la base de 
esfréquen
es, puis ajouté une perturbation aléatoire gaussienne, dont l'é
art type est de 0.4% de
∆ν. Notons que lorsque nous utilisons un é
art type de 1% ∆ν, des problèmes de 
onvergen
esapparaissent pour 
ertaines étoiles. Il est don
 
ru
ial d'avoir une très bonne estimation de lagrande séparation moyenne pour pouvoir ajuster les modes.Sur les 177 étoiles simulées, 79 (soit 44.6%) ont un signal jugés signi�
atif au regard du bruit(i.e. 79 étoiles passent le premier test logique). La dete
tion des modes p dépend très fortement
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Figure 5.10 � Probabilité de présen
e des modes en fon
tion du rapport signal à bruit dans le
as des données simulées AsteroFLAG. Un 
lair seuil est visible autour de Henv/Benv ≈ 0.15,
Benv étant le niveau de bruit à la position du maximum de l'enveloppe νenv. En dessous de 
eseuil, les étoiles sont rejetées : elles ne feront pas l'objet d'une analyse plus approfondie.du rapport signal à bruit 
omme illustré par la Fig.5.10. Le seuil de réje
tion visible autour de
Henv/Benv ≈ 0.15, Benv étant le niveau de bruit à la position du maximum de l'enveloppe νenvest sus
eptible de 
hanger. En e�et, en modi�ant les a priori on peut 
ontroler la position etl'étendue de la transition entre étoiles rejetées et a

eptées. On fera remarquer qu'ave
 les apriori a
tuels, 3% des étoiles sont 
onsidérées 
omme n'ayant pas d'ex
ès d'énergie signi�
atif endépit d'un léger ex
ès de puissan
e visible à l'oeil. Elles 
orrespondent don
 à des 
as de "fauxnégatif". On met aussi en eviden
e une dépendan
e dire
te entre magnitude des étoiles et tauxde réje
tion 
omme nous pouvions nous y attendre (Fig.5.11).Sur la Fig.5.12 on a représenté l'erreur relative e�e
tuée sur la détermination de la fréquen
e
entrale de l'enveloppe des modes. Celle 
i est dé�nie par la quantité (νoutenv−νinenv)/νinenv où νinenv et
νoutenv représentent respe
tivement la position 
entrale véritable des modes p et la valeur mesuréede 
ette même quantité. La valeur moyenne de la distribution des erreurs est de 0.3% pour uné
art type de 3.4% si bien que si biais il y a, 
e dernier est très inférieur à l'in
ertitude. Unéventuel biais pourrait résulter de l'approximation par une enveloppe gaussienne des modes.Les deux identi�
ations possibles sont 
omparées grâ
e à un rapport 
on
urrentiel 
ommedéjà signalé dans les paragraphes pré
édents. Le seuil de réje
tion est �xé à 90%. Cela signi�eque l'identi�
ation dominante est supposée 
ertaine que si sa probabilité dépasse 
e seuil. Au�nal, sur les 79 étoiles restantes à l'issue du premier test logique, nous 
onstituons 4 
atégories,Catégorie 1. les étoiles dont l'identi�
ation est 
orre
tement déterminée par le test statis-tique. Dans 
e 
as la probabilité dépasse 90% pour l'une ou l'autre des identi�
ations. 55étoiles sont dans 
e 
as.Catégorie 2. les étoiles pour lesquelles il n'a pas été possible d'obtenir une identi�
ation desmodes de manière non ambiguë. Dans 
e 
as il n'a pas été possible d'atteindre le seuilfatidique de 90% pour l'une ou l'autre des identi�
ations. 8 étoiles sont dans 
e 
as.Catégorie 3. les étoiles pour lesquelles l'identi�
ation est in
orre
te à l'issue du test statis-tique. C'est le 
as de 7 étoiles.Catégorie 4. les étoiles pour lesquelles le test statistique n'a pu être e�e
tué. C'est le 
as de9 étoiles. Dans les présentes simulations la raison est que lors de la re
her
he du maximum
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Figure 5.11 � Proportion d'étoiles a

eptées à l'issue de la re
her
he d'ex
ès de puissan
e si-gni�
atif pour les données simulées AsteroFLAG. Le nombre d'étoiles a

eptées est représentéen fon
tion de la magnitude. Elles ont été regroupées par tran
he de 0.7 magnitude. Commeattendue, plus la magnitude est élevée, plus le nombre d'étoiles a

eptées est faible.

Figure 5.12 � Di�éren
e relative entre la fréquen
e 
entrale véritable des modes p et la valeurmesurée (quantité (νoutenv − νinenv)/νinenv) en fon
tion du rapport signal à bruit obtenu après ajuste-ment de l'enveloppe des modes par une gaussienne. La moyenne et l'é
art type de la distributionsont respe
tivement 0.3% et 3.4%.
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hantillon d'étoiles simulées 133de probabilité, l'algorithme se trouve dans l'in
apa
ité de 
onverger (arrêt prématuré).Toutes les étoiles de la dernière 
atégorie ont une fréquen
e 
entrale des modes inférieuresà 900 µHz. Sur les Fig.5.13, on a représenté l'é
art quadratique moyen (RMS) sur les résultatsde l'estimation des fréquen
e, de l'amplitude et de la largeur. Evidemment, idéalement 
et é
artRMS doit valoir zéro. On voit 
lairement apparaitre un seuil à 900 µHz sur 
es �gures. A l'évi-den
e, l'ajustement ne 
onverge pas 
orre
tement, ou lorsqu'il 
onverge, le résultat est enta
héde grosses erreurs 
ar l'hypothèse de 
ontinuité des fréquen
es est 
aduque (notamment pourle degré l = 1). Les étoiles les plus évoluées ont par exemple des modes mixtes et ne peuventêtre 
orre
tement ajustées. Or 
elles 
i ont une fréquen
e 
entrale relativement faible. L'a

rois-sement du nombre de modes mixtes et la violation de la loi asymptotique qui en résulte sontaussi visibles dans les données Kepler, ave
 un seuil pour la fréquen
e 
entrale de l'enveloppe desmodes similaire, autour de 900 µHz.Sur les 70 étoiles pour lesquelles le 
al
ul de probabilité a été possible (
atégorie 1, 2 ou3), environ 78% sont 
orre
tement ajustées par la loi asymptotique. Nous ne pouvons aboutir àune 
on
lusion pour 12% d'entre elles et 10% sont in
orre
tement identi�ées. Sur la Fig.5.15 onpourra appré
ier visuellement 
omment se répartissent les étoiles des 4 
atégories en fon
tion durapport hauteur sur bruit maximum du l = 0, et de la fréquen
e 
entrale des modes.La plupart des étoiles in
orre
tement identi�ées ont un rapport maximum de hauteur sur bruitrelativement faible, à l'ex
eption d'un 
as. L'examen de 
e 
as parti
ulier nous permet d'identi�erla 
ause de l'é
he
 du test statistique : les modes de degrés l = 2 sont in
orre
tement ajustés. Ene�et, la pro
édure d'identi�
ation dépend très fortement de la 
apa
ité à ajuster 
orre
tement
e mode. Il est raisonnable de penser qu'en augmentant la 
ontrainte sur la hauteur relative du
l = 2 (quantité Vl=2), nous pourrions mieux dis
riminer entre les deux identi�
ations des modespossibles.Sur les Fig.5.16 et Fig.5.17 on présente un exemple d'ajustement obtenus lorsque les degrésdes modes sont 
orre
tement identi�és. Même dans des 
onditions de rapport hauteur sur bruitparti
ulièrement faible (i.e. < 4), il est possible d'obtenir une estimation raisonnablement bonnedes fréquen
es, 
e qui est justement le but re
her
hé. L'erreur relative, dé�ni 
omme (νoutn,l −
νinn,l)/ν

in
n,l est par exemple inférieure à 0.05% pour le l = 1 pour les modes de rapport hauteur surbruit supérieure à 10. En 
onséquen
e la pré
ision est pro
he de la résolution spe
trale. Pour deshauteurs sur bruit inférieures, l'erreur relative s'a
roit, mais reste relativement bonne. Les modesde degré l = 0 et plus parti
ulierement les modes l = 2 sont moins intenses que les l = 1 et par
onséquent la pré
ision obtenue est inférieure. On pourra appré
ier visuellement la dispersion del'erreur relative en fon
tion du rapport hauteur sur bruit sur la Fig.5.14.Pour la hauteur et la largeur des modes, la pré
ision obtenue est bien moindre, parti
ulière-ment à bas rapport hauteur sur bruit. L'erreur typique est de l'ordre de la dizaine à la 
entainede pour
ent dans le pire des 
as. La dispersion est parti
ulièrement grande pour l > 0, trèsprobablement par
e que les 
omposantes rotationnelles des modes l ne sont pas ajustées. Onrappellera aussi que le pro�l des hauteurs est 
ontraint à suivre une fon
tion gaussienne, 
e quidoit 
onduire inévitablement à des biais. Cette méthode ne permet don
 pas d'obtenir de valeurpré
ise de hauteur et de largeur, mais seulement un ordre de grandeur à 
ause de la faible réso-lution des spe
tres. Notons qu'ave
 une résolution supérieure, les résultats serait probablementmeilleurs. En�n, les amplitudes sont bien 
ontraintes pour l = 0 et bien moins pour l > 0,en
ore une fois par
e que les 
omposantes rotationnelles sont négligées. On pourra appré
iervisuellement les dispersions des distributions des erreurs relatives pour les hauteurs, largeurs etamplitudes sur les Fig.5.18, Fig.5.19 et Fig.5.20.
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Figure 5.13 � E
art quadratique moyen des erreurs pour la fréquen
e, l'amplitude et la largeurdes modes pour 
ha
une des étoiles simulées. En dessous de νmodes ≈ 900 µHz, l'erreur 
ommen
eà être importante : l'hypothèse de 
ontinuité des fréquen
es n'est plus valide. L'erreur diminueen fon
tion de la position de la fréquen
e 
entrale des modes νmodes.
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Figure 5.14 � Di�éren
e relative (νoutn,l − νinn,l)/νinn,l pour les fréquen
es individuelles des modesaprès réje
tion des étoiles ayant une fréquen
e 
entrale νmodes < 900 µHz. De haut en bas, lesdi�éren
es relatives pour le l = 0, l = 1 et le l = 2. L'erreur dé
roit tandis que le rapport hauteursur bruit des modes 
roit. Pour des rapports de hauteur sur bruit supérieurs à 10, l'erreur relativeest inférieure à 0.05%, i.e., inférieure à ≈ 1 µHz pour une fréquen
e 
entrale d'approximativement
2000 µHz. Cette valeur est don
 très pro
he de la résolution spe
trale.
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Figure 5.15 � E�
a
ité de la pro
édure d'identi�
ation des modes en fon
tion du rapport hau-teur sur bruit maximum du l = 0 et de la fréquen
e 
entrale des modes νmodes. Les étoiles noires(
atégorie 4) représentent les étoiles simulées pour lesquelles l'ajustement ne fon
tionne pas.Les losanges rouges (
atégorie 3) regroupent les étoiles simulées pour lesquelles l'identi�
ationtrouvée est in
orre
te. Les losanges bleus (
atégorie 2) 
orrespondent aux étoiles simulées pourlesquelles l'identi�
ation n'est pas avérée de manière 
ertaine. En�n, les triangles verts (
atégo-rie 1) représentent les étoiles pour lesquelles l'identi�
ation trouvée est la bonne. La plupart desétoiles in
orre
tement identi�ées ont un faible rapport hauteur sur bruit.
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Figure 5.16 � Spe
tre de puissan
e et diagramme é
helle obtenue pour l'une des étoiles simuléesdu 
atalogue AsteroFLAG. Sur le spe
tre de puissan
e on a représenté en ligne pleine bleue lemodèle optimal trouvé. Sur le diagramme-é
helle, on superpose sur le spe
tre le pro�l polynomialde distribution des fréquen
es. Ave
 une valeur maximale d'environ 7, le rapport hauteur sur bruitdes modes est plut�t bon. L'identi�
ation est relativement évidente sur le diagramme é
helle etest 
on�rmée par la pro
édure de 
omparaison de modèles. L'ajustement reproduit très bien ladistribution moyenne en fréquen
e.
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Figure 5.17 � Un se
ond exemple de spe
tre de puissan
e et de diagramme é
helle obtenuespour une des étoiles simulées du 
atalogue AsteroFLAG. Ave
 une valeur maximale d'environ 3,le rapport hauteur sur bruit des modes est bien moins bon que dans l'exemple de la Fig.5.16,bien qu'il y ait plus de modes ajustés. L'identi�
ation est di�
ile à mettre en éviden
e ave
 lediagramme é
helle mais la pro
édure de 
omparaison de modèle identi�e 
orre
tement les modes,en a�e
tant une probabilité de plus de 90%. L'ajustement reproduit assez bien la distributionmoyenne en fréquen
e, bien que l'on appro
he du seuil fatidique des νmodes ≈ 900 µHz, dé�nissantla limite à partir de laquelle l'hypothèse de 
ontinuité des fréquen
es 
ommen
e à ne plus êtrevalide.
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Figure 5.18 � Di�éren
e relative (Hout
n,l − H in

n,l)/H
in
n,l pour les hauteurs individuelles pour lesétoiles dont la fréquen
e 
entrale des modes νmodes est supérieure à 900 µHz. De haut en basl'erreur pour le l = 0, l = 1 et le l = 2. L'erreur dé
roit tandis que le rapport hauteur surbruit 
roit. La dispersion est très pronon
ée pour l > 0 
ar nous négligeons les 
omposantesrotationnelles.
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Figure 5.19 � Di�éren
e relative (Γout
n,l=0 − Γin

n,l=0)/Γ
in
n,l=0 pour la largeur des modes pour lesétoiles dont la fréquen
e 
entrale des modes νmodes et supérieure à 900 µHz. L'erreur dé
roittandis que le rapport hauteur sur bruit 
roit. On rappellera que nous avons 
hoisi d'imposer unelargeur unique par ordre radial.
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Figure 5.20 � Di�éren
e relative (Aout
n,l − Ain

n,l)/A
in
n,l pour les amplitudes des modes pour lesétoiles de fréquen
e 
entrale des modes νmax supérieure à 900 µHz. De haut en bas, les erreurspour le l = 0, l = 1 et le l = 2. L'erreur dé
roit tandis que le rapport hauteur sur bruit 
roit.Cependant on note une très forte dispersion pour l > 0 
ar nous négligeons les 
omposantesrotationnelles lors de l'ajustement.
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Chapitre 6De l'analyse du signal à soninterpretation physique
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ussion des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1486.3 HD181420 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153Bien que l'extra
tion des paramètres individuels des modes soit une étape 
ru
iale dans lepro
essus d'analyse du signal stellaire, elle ne 
onstitue pas la dernière étape : nous devons mainte-nant re
her
her quel(s) modèle(s) stellaire(s) peut (peuvent) 
orroborer au mieux les observableset interpréter le(s) dit(s) modèle(s) en terme de stru
ture interne et de propriétés physiques del'étoile.Cette partie de l'analyse utilisera à la fois des 
ontraintes sismiques (fréquen
es) et nonsismiques (luminosité, métalli
ité, ...). L'analyse peut se faire de bien des manières. Par exemple,il est intéressant de se baser sur des grandeurs telles que les grandes séparations et petitesséparations (
f. Chap.1.2.5 pour les dé�nitions) et leurs variations en fon
tion de l'ordre radial.En e�et, 
es grandeurs ont l'avantage d'être sensibles à des propriétés/stru
tures di�érentes ausein de l'étoile.Par exemple, les 
ou
hes les plus profondes de l'étoile a�e
tent essentiellement le l = 1 etle l = 0, 
ar passant près du 
oeur. C'est 
e qui explique pourquoi la petite séparation entre
es deux modes (appelée δ01 dans le 
hapitre introdu
tif) est sensible aux propriétés du 
oeurde l'étoile. Les variations de la grande séparation peuvent nous informer sur les positions desdis
ontinuités ou plus généralement, des régions de transition rapide dans l'étoile, re�étées pardes 
hangements de vitesse du son. En e�et des 
hangements de milieu se manifestent par uneos
illation dans la grande séparation dont la période est dire
tement asso
iée à la profondeura
oustique de la dis
ontinuité. Ce
i a été montré par (Vorontsov 1988) ou en
ore (Monteiro et al.1994).Comparer les grandeurs pré
itées permet don
 d'établir des modèles préliminaires. Une fois
es analyses préliminaires e�e
tuées, il pourrait alors être possible de 
omparer dire
tement lesfréquen
es individuelles des modes et d'a�ner la des
ription. Cependant, il faut être prudentà 
ette étape 
ar si la grande séparation n'est que peu sensible aux propriétés de surfa
e, 
e
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as lorsque l'on 
onsidère dire
tement les fréquen
es individuelles. Or, les modèlesde stru
ture interne tels que 
eux 
al
ulés CESAM2k ne dé
rivent que très mal la physique desurfa
e de l'étoile. Par exemple, les é
arts entre les fréquen
es fournies par les modèles et lesdonnées sismiques peuvent être de l'ordre de la dizaine de µHz dans le 
as solaire. Il est toutefoispossible d'en tenir 
ompte en utilisant des 
orre
tions empiriques Kjeldsen et al. (2008). Par
eque ma thèse est orientée préférentiellement vers l'extra
tion des paramètres individuels desmodes, nous ne sommes pas allés jusqu'à la prise en 
ompte des fréquen
es individuelles.Pour 
ommen
er 
e 
hapitre, nous allons présenter les 
ara
téristiques et 
apa
ités des 
odesutilisés d'une part pour la modélisation de l'étoile (CESAM2k) et d'autre part pour le 
al
ul defréquen
es issues de 
e modèle (LOSC). Puis nous présenterons une modélisation préliminaire deHD49933 et de HD181420.6.1 CESAM, LOSC et minimisationContraindre un modèle de stru
ture interne d'une étoile par des données sismiques né
essitede pouvoir,1. Construire un modèle à physique donnée. C'est le r�le du 
ode d'évolution. Dans le 
adrede 
e travail, nous avons utilisé le Code d'Evolution Stellaire Adaptatif et Modulaire version2000 (CESAM2k) (Morel 1997) et (Morel & Lebreton 2008).2. Cal
uler les fréquen
es des modes issues de 
e modèle. Ce travail a été e�e
tué en utilisantle Liège Os
illation Code (LOSC) (S
u�aire et al. 2008).3. Comparer les di�érentes observables aux données théoriques et établir sur la base d'un
ritère statistique, quel est le modèle, parmi la famille de modèles 
al
ulée, qui 
orrespond lemieux aux observables. La statistique des erreurs systématiques étant supposées gaussiennepour les modes ajustés, nous avons utilisé un 
ritère statistique du χ2. Plus pré
isémentnous avons utilisé une appro
he de minimisation de type Levenberg-Marquardt (LM),(Bevington & Robinson 2003).Dé
rivons un peu plus 
ha
un de 
es éléments,CESAM2k. CESAM2k est un 
ode unidimensionnel (l'étoile est supposé à symétrie sphérique)permettant de résoudre les équations de la stru
ture interne dé
rites Chap.1.2.2. Il se di�éren-
ie de la plupart des autres 
odes numériques par sa �exibilité tant au niveau de la pré
isionnumérique qu'au niveau de la physique qu'il est 
apable de prendre en 
ompte.Par exemple, le dé
oupage en modules autonomes rend possible de 
hoisir la physique àprendre en 
ompte très fa
ilement : di�usion mi
ros
opique, pénétration de la zone 
onve
tivedans les zones radiatives (overshoot), théorie de la 
onve
tion, table d'opa
ités,...Lors du 
al
ul du modèle de stru
ture interne, l'étoile évolue d'un modèle initial sur la ZAMSjusqu'à 
e que l'âge �nal demandé soit atteint 1. La pré
ision du 
al
ul peut être modi�ée enjouant sur une vaste gamme de paramètres (on en 
ompte plus d'une vingtaine). Par exemple, ilest possible de modi�er les valeurs du pas de temps minimal et maximal à utiliser lors du 
al
ul.Ce paramètre peut aider lorsque l'on 
onstate, sur les modèles par exemple, un e�et mémoiredurant la rétra
tation du 
oeur 
onve
tif. Ou en
ore, on peut modi�er le nombre de 
ou
hesmaximum 
onstituant l'étoile. Ce
i peut permettre de résoudre 
ertains problèmes numériquesdans les régions de variation rapide de la stru
ture interne.De par l'étendue des 
apa
ités de CESAM, il serait inutile de le dé
rire dans son intégralité.Au le
teur intéressé par les méthodes numériques utilisées et par une liste des phénomènes1. D'autres 
onditions peuvent aussi être utilisés pour arrêter le 
al
ul, tel que la température e�e
tive.



6.1. CESAM, LOSC et minimisation 145physiques traités à 
e jour par le 
ode, nous re
ommandons de se référer à la do
umentation(Morel 2009). Dans la suite, nous ne 
iterons que quelques parti
ularités intéressantes.Régulièrement mis à jour, CESAM2k prend en 
ompte la physique la plus ré
ente et peutêtre appliqué à n'importe quelle phase évolutive (PMS, séquen
e prin
ipale -MS-, phase dessous-géantes et des géantes rouges). Au niveau des abondan
es 
himiques, le nombre de 
y
lesde réa
tion nu
léaire pris en 
ompte peut être modi�é. En 
e qui nous 
on
erne, nous n'avonstenu 
ompte que des 
haînes PP et du 
y
le CNO. Ce 
hoix est amplement su�sant 
ar lesobjets analysés jusque là on une masse relativement faible (inférieure à 1.5M⊙) et sont trèsprobablement dans la MS. Les abondan
es 
himiques peuvent être basées sur les abondan
essolaires fournies par Grevesse & Noels (1993) aussi noté GN93, ou Asplund et al. (2005).Parmi les pro
essus physiques pris en 
ompte par CESAM2k, il y en a deux qu'il est parti-
ulièrement utile de dé
rire.Tout d'abord l'overshooting instantané. En étendant le mélange au-delà de la frontière deS
hwarzs
hild, il a pour e�et d'étendre la zone de mélange. Il permet aussi de lisser la dis
ontinuitéentre les deux milieux en �xant dans la zone radiative, le gradient de température égal augradient adiabatique 2. L'étendue de la pénétration 
onve
tive s'exprime en hauteur de pression :
dov = αovHp (dans le 
oeur : dov = αovmin(rc,Hp) où rc représente le rayon du 
oeur), ave

αov le 
oe�
ient d'overshoot. Notons qu'il est aussi possible d'utiliser d'autres dé�nitions, telque 
elle de Zahn (1991). Notons aussi que l'overshoot est i
i un paramètre ad ho
 pouvant êtremimé par des pro
essus physiques telle que le mélange rotationnel (en 
ours d'implémentationdans CESAM2k) : l'overshoot n'est que le re�et de notre in
apa
ité à 
orre
tement dé
rire lesphénomènes 
onve
tifs et prin
ipalement l'inexa
titude du 
ritère de S
hwarzs
hild (dé�nissantla taille de la zone 
onve
tive).CESAM2k est 
apable de gérer la di�usion des éléments 
himiques. La di�usion mi
ros
o-pique a un r�le fondamental pour expliquer l'abondan
e d'hélium en surfa
e, 
ar la di�usion deséléments lourds et de l'hélium vers le 
oeur engendre un abaissement notable de la métalli
itéde surfa
e. Pour le Soleil par exemple, la fra
tion de 4He de surfa
e baisse d'environ 10% entrela ZAMS et l'âge a
tuel. Dans les zones 
onve
tives 
e pro
essus de di�usion rentre don
 en
ompetition ave
 la 
onve
tion. La di�usion à l'e
helle mi
ros
opique peut être en fait séparéeen trois 
omposantes 
ompétitives,La di�usion thermique. En présen
e d'inhomogénéités de matière, de température ou depression, elle tend à réduire les gradients de 
on
entrations (homogénéisation).La di�usion gravitationnelle. Elle est aussi appelée sédimentation gravitationnelle (gra-vitational settling). La gravité provoque une migration des éléments les plus lourds vers le 
oeurde l'étoile, 
e qui engendre une strati�
ation des espè
es 
himiques.L'a

élération radiative. Elle 
ontre
arre les e�ets de la di�usion gravitationnelle 
ar lapression radiative pousse les éléments à remonter en surfa
e. Sa magnitude est essentiellement liéeà l'opa
ité et à la température du milieu. Dans le 
as solaire, 
et e�et est négligeable, 
ependantil peut devenir signi�
atif à partir d'environ 1.5M⊙. Nous n'en avons pas tenu 
ompte dans nosmodélisations.D'une manière générale, la di�usion mi
ros
opique d'une parti
ule s'exprime dans CESAM2kselon Iben & Ma
Donald (1985) et Burgers (1969).LOSC. Le 
ode d'os
illation a pour r�le important de déterminer les fréquen
es d'os
illation del'étoile. Pour 
ela, LOSC (S
u�aire et al. 2008) suppose les os
illations adiabatiques et né
essite2. Certains 
odes ne prennent pas le gradient de température égal au gradient adiabatique mais utilisent legradient radiatif et étendent simplement le mélange.



146 6. De l'analyse du signal à son interpretation physiqueen entrée les variables de rayon, masse, de pression, densité et l'exposant adiabatique. Bienentendu, supposer les os
illations adiabatiques a�e
tera la détermination des fréquen
es les plussensibles aux e�ets de surfa
e de l'étoile. En surfa
e par exemple, les os
illations ne sont justementpas adiabatiques. Pour le Soleil, 
es erreurs peuvent aller jusqu'à une dizaine de µHz à hautefréquen
e.Appro
he de Levenberg-Marquardt. L'algorithme de Levenberg-Marquardt est spé
i�-quement 
onçu pour fon
tionner ave
 un 
ritère des moindres 
arrés (χ2) dont la fon
tion devraisemblan
e présuppose les erreurs gaussiennes. La fon
tion 
oût asso
iée s'é
rit,
χ2(x) =

1

2

∑

i

(x
(th)
i − x

(obs)
i )2

σ2i
, (6.1)où xtheo et xobs 
orrespondent respe
tivement aux paramètres théoriques dé
rivant les modèleset à leur équivalent observationnel. σ 
orrespond à l'erreur sur la donnée observationnelle.C'est une 
ombinaison entre l'algorithme de re
her
he de la plus grande pente (gradient des-
ent) et de Gauss-Newton (basé sur les dérivées se
ondes). Comme tout algorithme de re
her
hede minimum lo
al, il est sensible à la position initiale dans l'espa
e des paramètres. En suppo-sant qu'il existe un unique maximum dans la fon
tion erreur dé�nie par le χ2, un algorithme deLevenberg-Marquardt est plus rapide et pré
is que les alternatives existantes. Il se formule,

xi = xi−1 −H + λdiag(H)−1d, (6.2)tel que d et H sont respe
tivement une estimation du gradient et de la hessienne. λ est un
oe�
ient de 
ouplage et x 
orrespond aux ve
teurs de paramètres. On peut montrer que lorsque
λ est grand, l'algorithme se 
omporte 
omme une des
ente de gradient tandis que lorsque λ estpetit, il suit plut�t un s
héma de Gauss-Newton. λ est modi�é à 
haque itération de telle sorteà privilégier la des
ente de gradient lorsque 
elui 
i est fort (domaine non linéaire) et plut�t laméthode Gauss-Newton si le gradient est faible (région en plateau).Le 
ouplage de 
es 3 éléments est e�e
tué par un programme FORTRAN, initialement é
ritpar Mar
-Antoine Dupret. Nous l'avons quelque peu adapté à la méthodologie que nous avons
hoisie.Notons en�n qu'il serait préférable d'utiliser un 
ode MCMC pour e�e
tuer la minimisation
ar les 
orrélations entre paramètres stellaires (masse, âge, abondan
es, overshoot, di�usion, ...)sont très forts et les 
ontraintes à notre disposition plut�t réduite. Dans de telles 
onditions ons'attend à de multiples maxima de probabilité (respe
tivement de multiples minima du χ2) etl'algorithme LM peut ren
ontrer des di�
ultés. Cependant, en tant que travail préliminaire nousn'avons pas jugé né
essaire d'établir un é
hantillonnage 
ar la barrière temporelle est le prin
ipalobsta
le à l'utilisation des MCMC dans les 
odes stellaires. Ce point sera dis
uté ultérieurement,dans le 
haptire de 
on
lusion.6.2 HD49933L'analyse du spe
tre de HD49933 s'est révélée ri
he en information : pas moins de 18 ordresradiaux ont pu être extraits. Toutefois, les barres d'erreurs asso
iées sont variables : le l = 1sont très bien 
ontraint 
ar non perturbé par la présen
e du l = 2 (le l = 3 étant négligeable)tandis que le l = 0 est enta
hé d'erreurs bien plus grandes. Grâ
e à l'utilisation du LRa-01 noussommes maintenant en mesure d'utiliser les fréquen
es extraites pour établir une modélisationde l'étoile.



6.2. HD49933 1476.2.1 PhysiqueLe 
al
ul a été e�e
tué en utilisant l'équation d'état OPAL 2005 (Rogers & Nayfonov 2002).Les tables d'opa
ités sont 
elles de Rogers & Iglesias (1996) et Alexander & Ferguson (1994)pour les hautes/basses températures et on utilise la mixture GN93. L'atmosphère de l'étoile estsupposée suivre l'approximation d'Eddington, 
'est à dire que le mé
anisme d'é
hange est essen-tiellement radiatif pro
he de la surfa
e. Cette hypothèse est in
orre
te 
ar les 
ou
hes externesd'une étoile de type solaire sont 
onve
tives. Toutefois un arti�
e numérique (
f. Morel (2009)page 111) permet d'obtenir une des
ription équivalente à 
elle donnée par la MLT si la profon-deur optique est su�samment grande (i.e. τ >> 1). Nous supposerons que nous sommes dans
ette situation.Les taux de réa
tion nu
léaires ont été ré
emment revus pour 
ertaines réa
tions. Joao-Pedro Marques a implémenté les taux de réa
tion révisés (dit LUNA, du nom de l'expérien
e :Laboratory for Underground Nu
lear Astrophysi
s) pour l'une des réa
tions prépondérantes du
y
le CNO : la réa
tion azote + proton, notée 14N(p, γ)15O (Formi
ola et al. 2004). Les nou-veaux taux sont environ 60% plus faibles que les taux NACRE (pour Nu
lear Rea
tion Rates forCharged-parti
le REa
tions) habituellement utilisés. La nature 
onve
tive du 
oeur est étroite-ment asso
iée à la température au 
oeur. Lorsque les températures sont su�santes le 
y
le CNOpeut 
ontribuer signi�
ativement au terme de produ
tion d'energie. Or la réa
tion 14N(p, γ)15Oest la plus lente de 
e 
y
le. Son taux a�e
tera don
 indire
tement l'âge de l'étoile et l'extensionde l'eventuelle zone 
onve
tive du 
oeur. Pour tenir 
ompte au mieux des phénomènes 
onve
tifs,nous avons 
hoisi d'utiliser le formalisme CGM. Comme expliqué Chap.1, 
e formalisme tient
ompte de la 
as
ade turbulente, 
ontrairement au MLT : ave
 une masse voisine de 1.2M⊙ il estprobable que HD49933 dispose d'un 
oeur 
onve
tif, mais aussi d'une envelope 
onve
tive plus�ne que le Soleil.6.2.2 MéthodeNous avons essayé de re
her
her un ajustement idéal des observables à notre disposition enfaisant varier la masseM/M⊙, l'âge, la métalli
ité initiale de l'étoile (Z/X)0, l'abondan
e initialeen hélium Y0, le 
oe�
ient de 
onve
tion αCGM et le 
oe�
ient d'overshoot αov .Con
ernant les observables sismiques, la méthode employée 
onsiste à 
omparer 
ertainespropriétés globales de la grande séparation ∆ν et de la petite séparation δ01. Par exemple, aupremier ordre, nous pouvons établir une 
omparaison des valeurs moyennes de 
es grandeurs.Cependant, 
omme montré sur la Fig.6.1 les variations 
onstatées des dits paramètres sismiquesne sont pas uniquement dû aux in
ertitudes de mesures : la valeur moyenne est insu�sante.C'est le 
as de la grande séparation par exemple, pour laquelle la somme des é
arts quadratiquesentre la moyenne et les données est supérieure à 9, (dû à l'os
illation de 
elle 
i, interprétablephysiquement).Nous avons don
 utilisé une représentation plus �ne : ∆ν est représentée par une fon
tionos
illante et une 
onstante,
∆ν∗(ν) = C0 +A0sin(ων + φ). (6.3)La petite séparation δν01 est approximée par,

δν01(ν) = a+ bν. (6.4)Autrement dit, nous avons 
al
ulé un premier ajustement (et les barres d'erreurs 
orrespondantes)de 
es grandeurs sismiques sur la base des observations sismiques (fréquen
es) à notre disposition(étape de rédu
tion des données). Cette étape est e�e
tuée par une re
her
he de la plus grande
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ent en anglais) dans un 
ontexte MLE. Ensuite, les paramètres C0, A0, a, bont été 
omparés à leurs homologues théoriques, 
al
ulés après 
haque itération de l'algorithme deLM (étape de minimisation du χ2). Dans les deux étapes on utilise 
onjointement les dé�nitions
entrées sur l = 0 et sur l = 1 (par exemple δν(0)01 et δν(1)01 pour la petite séparation). Notonstoutefois que les 
orrélations entre variables n'ont pas été prises en 
ompte 
ar le 
ode originel ànotre disposition n'est pas 
apable d'en tenir 
ompte.Cette appro
he a l'avantage de réduire la quantité de 
ontraintes. En e�et nous avons 
onstatéqu'utiliser dire
tement les valeurs individuelles des 
ontraintes sismiques ∆ν et δν01 rend la
onvergen
e vers les véritables maxima de probabilité assez di�
ile : il semble exister un trèsgrand nombre de minima lo
aux dans le χ2 rendant la solution extrêmement sensible aux 
ondi-tions initiales ave
 l'algorithme a
tuel. Le problème le plus fondamental vient en fait de la valeurdes fréquen
es issues d'un modèle. En e�et, les e�ets de surfa
e pouvant être importants (etmal 
ara
térisés lors de la modélisation) l'ordre radial n est souvent 
onnu à ±1 près : dans
e 
as 
omment établir la di�éren
e νobs(n, l) − νtheo(n, l) au 
oeur du 
al
ul du χ2 sans une
onnaissan
e préalable assez �ne des paramètres stellaires (âge, masse, abondan
es,...) ?En plus des observables sismiques, nous avons utilisé la luminosité log(L/L⊙), la températurede surfa
e Teff et la métalli
ité de surfa
e (Z/X)S . Cette dernière est 
al
ulée sur la base de lamétalli
ité solaire à mixture donnée (Z/X)⊙ via la relation,
(

Z

X

)

S

=

(

Z

X

)

⊙
10−[Fe/H]S . (6.5)Pour GN93 on a (Z/X)⊙ = 0.0245 ± 0.0027.Les analyses non sismiques de HD 49933 sont diverses et variées. Selon les travaux, la tem-pérature de surfa
e peut varier de 6750± 130 (Bruntt et al. 2008) à 6550± 100 K (Bruntt 2009).Selon Mi
hel et al. (2008) on a log(L/L⊙) = 0.54 ± 0.02. En�n, la métalli
ité est donné parGillon & Magain (2006), [Fe/H]S = −0.37± 0.03 dex.La re
her
he des paramètres se fait dans un espa
e délimité par des a priori uniformes, dontles valeurs 
ara
téristiques sont résumées Table 6.2. L'obje
tif de 
es a priori est d'éviter de
her
her des solutions peu 
rédibles, 
omme par exemple, des abondan
es en hélium initialesinférieures à l'abondan
e primordiale de l'univers.6.2.3 Dis
ussion des résultatsLa re
her
he du minimum du χ2 a été e�e
tuée en prenant le meilleur χ2 obtenu parmi unensemble de minimisations di�érant par leur ve
teur initial de paramètres. Dans 
ette se
tionnous résumons les prin
ipaux résultats obtenus. Notamment, on retrouvera Table 6.1 les para-mètres stellaires fondamentaux obtenus après minimisation. Les Tables 6.2 et Table 6.3 résumentquant à elles les a priori et les 
ontraintes utilisées.Le 
ritère retenu pour identi�er les interfa
es entre zone 
onve
tive et radiative est le terme

A fourni par CESAM2k, dé�ni 
omme,
A =

1

Γ1

∂lnP

∂lnR
− ∂lnρ

∂lnR
. (6.6)Ce 
ritère est en fait proportionnel à la fon
tion de Brunt-Vaisala puisqu'en se référant à l'Eq.1.22,

N2 =
g

R
A. (6.7)



6.2. HD49933 149Ni overshoot ni di�usion Overshoot seul Overshoot + di�usion
Age (Mans) 3.516 ± 0.920 3.257 ± 0.168 3.208 ± 0.033
Masse (M⊙) 1.13 ± 0.09 1.18 ± 0.08 1.19 ± 0.07

R/R⊙ 1.401 1.425 1.406
(Z/X)0 0.0081 ± 0.0011 0.0106 ± 0.0010 0.0100 ± 0.0006
Y0 0.259 ± 0.03 0.257 ± 0.043 0.248 ± 0.010
Xc 0.03 0.40 0.43

αCGM 0.60 ± 0.07 0.60 ± 0.04 0.67 ± 0.05
αov − 0.27 ± 0.09 0.25 ± 0.05
L/L⊙ 0.534 0.522 0.520
Teff 6640 6540 6578Epaiss. Zinf
C (%Rstar) − 8.8% 8.9%Epaiss. Zsup
C (%Rstar) 10.0% 10.5% 11.2%

χ2 10.9 5.9 33.9Table 6.1 � HD49933. Prin
ipaux résultats après minimisation pour les 3 
as envisagés. Lesdeux avant dernières lignes indiquent l'extension des zones 
onve
tives en fra
tion de rayonstellaire.Les premiers modèles 
al
ulés n'ont pas fait intervenir l'overshoot. Ave
 la physique dé
ritepré
édemment, nous avons 
onstaté alors qu'il n'est en au
un 
as possible de dé
rire 
orre
tementà la fois la petite et la grande séparation. La stru
ture interne de l'étoile obtenue pour le meilleurajustement est présentée Fig.6.1 (ligne bleu pleine). Comme on peut le voir, la stru
ture se
ara
térise essentiellement par une zone 
onve
tive externe relativement �ne et l'absen
e de zone
onve
tive au 
oeur. L'étoile est en �n de séquen
e prin
ipale ave
 une abondan
e en hydrogèneau 
oeur quasi-nulle.Pour obtenir des modèles satisfaisant les deux 
ritères sismiques utilisés il nous faut faireintervenir l'overshoot. Ainsi, Fig.6.1 on remarquera que le meilleur modèle présente 
ette fois un
oeur 
onve
tif relativement petit sans que, globalement la stru
ture des 
ou
hes supérieures soit
hangées. Ce
i 
on�rme que la 
ontrainte δν01 en moyenne, 
ara
térise bien les phénomènes au
oeur mais peu les 
ou
hes supérieures (
f. Chap.1.2.5). L'abondan
e en hydrogène au 
oeur estsigni�
ativement plus forte 
omparativement au modèle sans overshoot : l'étoile est approxima-tivement à mi-vie 
ette fois 
i. Le χ2 est aussi meilleur. Comparativement, les modi�
ations de
χ2 sont majoritairement dues à δν01 
ar même si Teff est mieux reproduite ave
 overshooting,la luminosité s'éloigne plus de la 
ontrainte imposée (e�ets 
ompensatoires).Finalement, nous pouvons 
on
lure qu'il est 
ru
ial d'in
orporer l'overshoot à partir du 
oeurpour modéliser relativement bien l'étoile : 
elui-
i a une importan
e 
ru
iale sur la position del'étoile dans son 
y
le de vie 
ar il amène plus fa
ilement de l'hydrogène des 
ou
hes supérieuresvers le 
oeur, prolongeant la vie de l'étoile.Après observation de l'ajustement de δν01, Fig.6.1 on 
onstate toutefois que même si l'ajus-tement est bon, la pente est assez mal reproduite. Nous pensons qu'un éventuel mé
anismephysique en jeu n'est pas pris en 
ompte i
i. Dans le soleil, la di�usion mi
ros
opique améliorela modélisation, en 
onséquen
e on a 
her
hé si 
ela pouvait être le 
as dans HD49933.Les résultats de l'ajustement des 
ontraintes sismiques sont résumés Fig.6.2 (trait pointilléépais) et les Fig.6.5 représentent quelques paramètres de la stru
ture interne pour 
e dernier 
as.L'in
orporation de la di�usion mi
ros
opique a rendu les temps de 
al
uls parti
ulièrement longset la dépendan
e envers les paramètres initiaux n'a pas été testée de manière aussi intensive
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Age (Mans) Masse (M⊙) (Z/X)0a priori U [1000, 6000] U [0.9, 1.5] U [0.006 − 0.015]

Y0 αCGM αova priori U [0.245, 0.300] U [0.4, 1.0] U [0.0, 0.6]Table 6.2 � HD49933. Plages tolérées lors de la re
her
he du meilleur modèle stellaire.
Teff (K) log(L/L⊙) (Z/X)S C0 (µHz) A0 (µHz)

6550 ± 100. 0.54± 0.02 0.0105 ± 0.003 85.5± 0.5 1.39 ± 0.1

ω (rad.ks) φ a (µHz) b

13± 2 1.7± 1.4 4± 1 −1.3± 0.5Table 6.3 � HD49933. Résumé des 
ontraintes observationnelles appliquées lors de la re
her
hedu meilleur modèle stellaire. Toutes les 
ontraintes sont gaussiennes 
ar nous e�e
tuons uneminimisation du χ2.que les deux 
as pré
édents. De plus, 
ertains modèles semblent 
onverger assez mal et subissentquelques aléas numériques malgré nos tentatives d'a�nement de la stru
ture interne (nombrede 
ou
hes maximum, pas temporel minimum/maximum, 
onstante de répartition "psi0" deCESAM2k). Ces résultats préliminaires sont don
 à prendre ave
 pré
aution. Globalement lastru
ture interne de l'étoile est in
hangée : le 
oeur 
onve
tif et la zone 
onve
tive ont approxi-mativement la même extension qu'ave
 seulement l'overshooting. La di�éren
e notable vientde l'abondan
e en hélium de surfa
e : la di�usion 
ontre
arre la 
onve
tion en provoquant unemigration de l'hélium de la zone 
onve
tive externe vers les 
ou
hes plus profondes. En 
onsé-quen
e, l'abondan
e de l'hélium en surfa
e est inférieure à l'abondan
e primordiale. En soi 
elareste 
ohérent : 
et e�et est exa
tement 
elui attendu et 
onstaté dans le 
as solaire. I
i, 
ommel'abondan
e d'hélium initiale obtenue pour HD 49933 est déjà parti
ulièrement faible (autour de
0.25), la quantité de surfa
e est bien plus faible que pour le Soleil : 0.15 au lieu de 0.245.En�n, l'absen
e de prise en 
ompte de la for
e radiative et de la di�usion turbulente peutaussi jouer sur 
ette valeur de surfa
e 
ar 
es deux phénomène homogénéisent les abondan
es.Le χ2 obtenu est plut�t mauvais. A l'issue d'une 
omparaison ave
 le modèle prenant en
ompte l'overshooting, on 
onstate que 
elui 
i est essentiellement pénalisé par C0 (à environ 2σde la valeur moyenne : 86.6 au lieu de 85.5± 0.5 µHz) et surtout par l'amplitude de l'os
illation(à plus de 4σ de la valeur imposée). La petite séparation n'a pas été modi�ée par l'introdu
tionde la di�usion mi
ros
opique : les 
onséquen
es se font essentiellement sentir en surfa
e. En�n,on remarquera que les barres d'erreurs sur des paramètres 
omme l'âge ou la métalli
ité initialesont anormalement petites.A première vue, on pourrait 
on
lure que la di�usion n'est pas un fa
teur à prendre en 
omptesi la physique est 
orre
t. Toutefois, à 
ause des di�
ultés expli
itées dans les paragraphes pré-
édents (di�
ulté de 
onvergen
e, présen
e très probable de minima lo
aux et prise en 
omptede phénomènes physiques alternatifs tels que la di�usion turbulente) nous devons rester pru-dent : de notre point de vue, il n'est ni ex
lu ni avéré que la di�usion mi
ros
opique améliore lamodélisation.Pour 
on
lure nous pouvons a�rmer ave
 une très grande 
on�an
e que HD49933 est uneétoile à mi-vie dont la stru
ture interne est 
onstituée à la fois d'un 
oeur 
onve
tif et d'une zone
onve
tive de surfa
e, relativement �ne, s'étendant au total sur environ 20% du rayon de l'étoile.La masse obtenue (1.18M⊙) semble 
ompatible ave
 les pré
édentes estimations (1.20M⊙ selon
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Figure 6.1 � HD49933. Comparaison entre les modèles obtenus sans di�usion mi
ros
opique :ave
 overshooting (ligne en pointillé épais) ou sans overshooting à partir du 
oeur (ligne pleine).A gau
he, pour la grande séparation ∆ν, à droite pour δν01. Pour 
e dernier on a rajouté enpointillés �ns le résultat de l'ajustement préliminaire des données par un polyn�me d'ordre 1.Bien que le résultat sur les paramètres stellaires ajustés dépende du ve
teur de paramètre initial,il n'existe au
un modèle sans overshooting 
apable de bien reproduire la petite séparation.

Figure 6.2 � Même 
hose que les �gures pré
édentes, ave
 di�usion mi
ros
opique. Il n'existepas d'e�et signi�
atifs de la di�usion mi
ros
opique sur les modèles. On ne peut ex
lure unéventuel impa
t de 
elle-
i. On soulignera en
ore une fois que la présen
e de minima lo
aux peutmodi�er l'ajustement.Mosser et al. (2005)) pour un rayon d'environ 1.42R⊙.On fera remarquer que tout 
omme la grande séparation, la petite séparation subit des �u
-tuations qui semblent périodiques. Comme signalé par Roxburgh (2009), même si la tendan
emoyenne de la petite séparation re�ète essentiellement les propriétés au 
oeur de l'étoile, elle estaussi a�e
tée partiellement par les e�ets des 
ou
hes les plus externes. Ainsi sa période d'os
illa-tion est reliée au rayon a
oustique de l'enveloppe 
onve
tive externe. Ces os
illations sont don
probablement en partie dues à des phénomènes sans rapport ave
 l'intérieur stellaire profond.Toutefois, il est étonnant d'avoir d'aussi grandes amplitudes. En 
omparaison, la petite sépara-tion obtenue théoriquement pour les modèles ne subit pas de variations si importantes. Au
unmodèle d'intérieur stellaire que nous avons 
al
ulé n'arrive à reproduire 
e genre d'os
illation.Dans le Soleil, les os
illations sont de faibles amplitude. En résumé, selon nous, il est possibleque (
lassé du moins probable au plus probable),1. la 
orrélation mutuelle entre valeurs voisines de la grande et des petites séparations pro-
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Figure 6.3 � HD49933. Vitesse du son, dérivée première de la densité, terme A et abondan
esen hydrogène et hélium en fon
tion du rayon de l'étoile (exprimé en rayon solaire) dans le s
énariosans overshoot ni di�usion. On remarque qu'il n'existe peu ou pas du tout de 
oeur 
onve
tifdans 
e modèle. L'étoile quitte la séquen
e prin
ipale puisque l'abondan
e d'hydrogène au 
oeurest nulle. Ce modèle est très peu probant d'une part à 
ause du χ2 élevé et d'autre part à 
ausede son in
apa
ité à reproduire 
orre
tement la 
ontrainte δν01.
voque arti�
iellement 
ette os
illation. Ce sont alors des �u
tuations dues au bruit quenous observons.2. le phénomène d'os
illation est dû à un 
omportement physiquement expli
able, mais laphysique implémenté dans CESAM2k n'est pas 
apable de reproduire.3. du fait de la pro
édure de minimisation qui ne re
her
he qu'un minimum lo
al et quiutilise une modélisation sommaire des fréquen
es (polyn�me d'ordre 1), nous avons raté lemodèle adéquat 
apable de reproduire 
es os
illations.En�n soulignons que 
ette appro
he né
essite d'être 
omplétée par une analyse des dépen-dan
es à la 
omposition 
himique utilisée. Par exemple pour le Soleil, nous savons que les tablesd'opa
ités de AS05 modi�e signi�
ativement la stru
ture interne de notre étoile au regard dela qualité des données à disposition. Il serait aussi intéressant de voir à quel point le mélangeturbulent peut améliorer/dégrader la qualité de l'ajustement de l'ensemble des 
ontraintes ob-servationnelles. D'autant plus qu'ave
 une période de rotation de l'ordre 3 à 4 jours, 
elle 
ipourrait avoir un e�et majeur sur le transport de 
haleur et le mélange d'espè
es 
himiques. Ene�et, la rotation induit une 
ir
ulation méridienne (adve
tion) et, très probablement un mélange
onve
tif turbulent des espè
es 
himiques.
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Figure 6.4 � HD49933. Vitesse du son, dérivée première de la densité, terme A et abondan
esen hydrogène et hélium en fon
tion du rayon de l'étoile dans le s
énario ave
 overshoot et sansdi�usion. Un 
oeur 
onve
tif représentant est apparu et la position de la zone 
onve
tive externen'est pas radi
alement modi�ée 
omparativement à la Fig.6.3 (sans overshoot). On fera remarquerque l'étoile est 
ette fois à mi-vie environ.6.3 HD181420La pro
édure suivie pour ajuster les données de HD181420 est très similaire à 
elle utiliséepour HD49933 : on re
her
he à ajuster la grande séparation, modélisée par une fon
tion sinusoï-dale et une 
onstante. La petite séparation est modélisée par un fon
tion linéaire. Sur la Fig.6.6on a représenté une 
omparaison du résultat de 
ette étape de rédu
tion de données ave
 lesobservables sismiques pré
itées. On remarquera que 
ette modélisation ne reproduit que très malle pro�l des fréquen
es autour de 1500 µHz. Dans le Chap.4.3.2, nous avions signalé qu'un mode
l = 1 ne semblait pas suivre l'os
illation périodique de ses voisins sur le diagramme é
helle surla plage [1000, 2000] µHz. La grande séparation, basée sur des di�éren
es de fréquen
es est natu-rellement impa
tée : on voit une 
assure dans le pro�l de son os
illation. Ce problème n'a�e
tetout au plus que 2 modes mitoyens de même degré à 
ause des 
orrélations introduites lors du
al
ul de la grande séparation. Le "défaut" d'os
illation de la grande séparation semble aussia�e
ter un ou quelque modes de degré l = 0 (voir par exemple Fig.6.6), 
e qui dis
rédite enpartie l'hypothèse formulée dans le Chap.4.3.2, in
riminant la nature mixte du mode l = 1 à
1385.18 µHz. Nous devons garder à l'esprit que les pi
s orbitaux ont éventuellement introduitdes biais 3. Quoiqu'il en soit, la modélisation que nous proposons permet tout de même de tenir3. Mais 
omme signalé dans le 
hapitre traitant de l'analyse de HD181420, il est peu probable que 
e biaissoit important (si tant est qu'il y ait biais) 
ar les pi
s orbitaux n'a�e
tent en prin
ipe que quelques points duspe
tre ; points qu'on a pris la pré
aution d'enlever avant l'ajustement des modes.
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Figure 6.5 � HD49933. Vitesse du son, dérivée première de la densité, terme A et abondan
esen Hydrogène et hélium en fon
tion du rayon de l'étoile dans le s
énario ave
 overshoot et ave
di�usion. Un petit 
oeur 
onve
tif est présent. Des problèmes numériques apparaissent sur leterme A et la détermination des positions des zone 
onve
tives n'est pas aisée sur 
e terme.En se basant sur le dlogρ/dR, elle ne semble toutefois ne pas avoir signi�
ativement bougé.L'étoile est toujours à mi-vie environ. Notons aussi l'e�et di�usif en surfa
e qui abaisse fortementl'abondan
e en hélium.
ompte de plus d'information qu'une simple moyenne. On notera toutefois qu'à 2σ, toutes lesos
illations visibles ne sont pas signi�
atives au regard de la moyenne (i.e. une droite horizontalepasse par tous les points si les erreurs sont prises égales à 2σ).Tous les ajustements que nous avons e�e
tués se sont fait à physique identique. Celle-
i estexa
tement la même que 
elle utilisée pour HD49933, à 2 ex
eptions près : nous n'avons pasexploré de modèles ave
 di�usion et nous avons �xé le 
oe�
ient de mélange 
onve
tif à 0.7(
orrespondant approximativement à la valeur solaire). Les observables non sismiques, issues depubli
ations antérieures, on déjà été présentées dans le Chap.4.3.2 et sont résumées dans la Table6.5, au même titre que les 
ontraintes sismiques. Lors des ajustements, nous avons ren
ontré desdi�
ultés similaires à 
elles dé
rites dans le 
as de HD49933 : les résultats de la minimisation sonthautement sensibles aux paramètres initiaux, 
e qui signi�e qu'il existe un nombre important deminima lo
aux ou de fortes interdépendan
es entre paramètres. On notera par exemple que lagrande séparation moyenne peut être reproduite très fa
ilement par une large famille de modèlesdi�érant par leur masse et age : en augmentant l'un et en diminuant l'autre, la grande séparationmoyenne est in
hangée (anti-
orrelation).Nous avons re
her
hé quels sont les modèles reproduisant au mieux les observables pour unegrande variété de 
onditions initiales. Au �nal, deux familles de solutions se dégagent.1. Des solutions pour lesquelles la luminosité et la température e�e
tive est assez bien repro-



6.3. HD181420 155duite. Cette famille est 
ara
térisée par une masse autour de 1.35M⊙ et un âge autour de
2.6 Milliards d'années.2. Inversement, des solutions pour lesquelles on obtient une luminosité et température tropélevée, mais reproduisant un peu mieux les 
ontraintes sismiques. Cette famille est 
ara
-térisée par une masse autour de 1.40M⊙ et un âge autour de 1.8 Millards d'années.Bien que la valeur moyenne de la grande séparation soit 
orre
tement reproduite, au
une de
es deux solutions ne la reproduit aussi bien que pour HD49933 (phase et amplitude). Sur lesFig.6.7 et Fig.6.8, on a représenté l'a

ord entre les 
ontraintes sismiques utilisées et les résultatsdu meilleur modèle, respe
tivement pour le 
as 1 et 2 (appelés dans 
e qui suit modèle 1 etmodèle 2). Il semblerait que le modèle plus massif reproduit un peu mieux la petite séparation.Dans les deux 
as, la quantité d'overshoot né
essaire est raisonnable (αov = 0.2) et similaire. Ontrouvera en détail les résultats de la minimisation dans la Table 6.4.Comme la grande séparation est mal reproduite dans 
ha
un des modèles 
al
ulés, il est pro-bable que des é
arts importants existent entre les stru
tures internes que nous montrons Fig.6.9et Fig.6.10 et la réalité. Ceux-
i révèlent que l'étoile est probablement 
onstituée d'un petit 
oeur
onve
tif et d'une �ne enveloppe externe. L'abondan
e en hydrogène au 
entre ne fait pas d'elleune étoile quittant la séquen
e prin
ipale 
omme nous l'avons suggéré pré
édemment. Cepen-dant, 
es modèles sont plut�t indi
atifs que démonstratifs : tant que nous ne serons pas 
apablede reproduire pré
isément les variations de la grande séparation, nous ne pourrons prétendredétenir une stru
ture interne représentative de HD181420. Pré
isons que la rédu
tion des don-nées e�e
tuée (à savoir, une fon
tion sinusoïdale + 
onstante pour la grande séparation) peutêtre en 
ause dans notre in
apa
ité à retrouver le meilleur 
ompromis entre la grande séparationobservée et 
elle modélisée.Les χ2 obtenus sont en faveur du modèle 1, essentiellement 
ar la luminosité, la température,l'abondan
e initiale du modèle (Z/X)0 sont à plus de 1σ de la 
ontrainte pour le modèle 2. Maisen terme sismique les 2 modèles sont relativement similaires.
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Figure 6.6 � HD181420. Ajustement préliminaire (étape de rédu
tion de données) servantde base lors de la re
her
he du meilleur modèle d'intérieur stellaire. On remarque que 
ertainspoints sont mal dé
rits par le terme sinusoïdal pour la grande séparation. De manière similaireà HD49933, la petite séparation semble os
iller.Au �nal, bien que nous devions rester prudents, nous pouvons dire que HD181420 est pro-bablement dans le dernier tiers de sa séquen
e prin
ipale. Elle se 
ara
tériserait par de petiteszones 
onve
tives interne et externe dont l'extension totale (≈ 20% du rayon) est similaire à 
ellede HD49933.
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Modèle 1 Modèle 2

Age (Mans) 2.642 ± 0.160 1.775 ± 0.140
Masse (M⊙) 1.36± 0.11 1.40± 0.12

R/R⊙ 1.64 1.64
(Z/X)0 0.0244 ± 0.0031 0.0259 ± 0.0024
Y0 0.256 ± 0.04 0.274 ± 0.05
Xc 0.36 0.35

αCGM 0.7 0.7
αov 0.21± 0.06 0.20± 0.07
L/L⊙ 0.645 0.69
Teff 6543 6719Epaiss. Zinf
C (%Rstar) 8.5% 7.0%Epaiss. Zsup
C (%Rstar) 14.0% 10.6%

χ2 8.3 51.9Table 6.4 � HD181420. Prin
ipaux résultats après minimisation pour les 2 groupes de solutionsobtenues. Les deux avant dernières lignes indiquent l'extension des zones 
onve
tives en fra
tionde rayon stellaire. Les deux modèles sont relativement similaires aux in
ertitudes près, ex
eptépour l'âge.
Age (Mans) Masse (M⊙) (Z/X)0a priori U [1000, 5000] U [1.1, 1.6] U [0.006 − 0.04]

Y0 αCGM αova priori U [0.245, 0.350] U [0.4, 1.0] U [0.0, 0.6]Table 6.5 � HD181420. Plages tolérées lors de la re
her
he du meilleur modèle stellaire.
Teff (K) log(L/L⊙) (Z/X)S C0 (µHz) A0 (µHz)

6580 ± 105 0.63 ± 0.03 0.0245 ± 0.004 75.1 ± 0.5 1.2 ± 0.3

ω (rad.ks) φ a (µHz) b

13.8 ± 1.6 −3.9± 0.9 3.8 ± 1.2 −1.5± 0.7Table 6.6 � HD181420. Résumé des 
ontraintes observationnelles appliquées lors de la re-
her
he du meilleur modèle stellaire. Toutes les 
ontraintes sont gaussiennes 
ar nous e�e
tuonsune minimisation du χ2.
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Figure 6.7 � HD181420. Meilleur ajustement trouvé (modèle 1). Ce modèle ne reproduitqu'assez mal les variations de la grande séparation, notamment la phase. La petite séparationest assez bien reproduite en moyenne.
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Figure 6.8 � HD181420. 2ème meilleur ajustement (modèle 2). Bien que 
e soit le meilleurmodèle obtenu, il ne reproduit qu'assez mal les variations de la grande séparation aux alentoursde 1500 µHz notamment la période. La petite séparation est quant à elle bien reproduite enmoyenne. Ce modèle reproduit aussi assez mal la température et la luminosité de l'étoile.
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Figure 6.9 � HD181420. Vitesse du son, dérivée première de la densité, terme A et abondan
esen hydrogène et hélium en fon
tion du rayon de l'étoile pour la solution 1. Un petit 
oeur 
onve
tifet une petite enveloppe 
onve
tive sont présents. Cette étoile est dans la séquen
e prin
ipale auvu de son abondan
e en hydrogène 
entral.
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Figure 6.10 �HD181420.Vitesse du son, dérivée première de la densité, terme A et abondan
esen hydrogène et hélium en fon
tion du rayon de l'étoile dans la solution 2. La stru
ture internen'est pas radi
alement modi�ée 
omparativement au modèle pré
édent, plus âgé mais moinsmassif.
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Chapitre 7Con
lusion et perspe
tives
Sommaire7.1 Quelques mots sur les di�éren
es entre fréquentistes et bayésiens . 1617.2 L'extra
tion de modes de pulsation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1627.3 Des modes mixtes à foison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1637.4 Interprétation : une 
ritique de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . 1657.5 Perspe
tives à moyen et long terme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1667.1 Quelques mots sur les di�éren
es entre fréquentistes et bayé-siensNous avons présenté et utilisé tout au long de 
e manus
rit un ensemble d'outils statistiquespour l'analyse et l'interprétation d'observations. Deux interprétations des statistiques s'opposent.Tout d'abord, la vision fréquentiste présuppose que le monde est 
onstitué de deux entités 
laire-ment séparables : des 
omposantes aléatoires dont le 
omportement est imprévisible par essen
emais suit des lois statistiques ; et des valeurs "vraies". Ces deux réalités se superposeraient pour
onstruire le monde que nous mesurons ave
 nos instruments. Dans la vision bayésienne, 
ettedualité n'existe pas. Par 
ontre elle en introduit une autre : ou bien nous avons l'informationné
essaire pour juger d'une situation ou bien nous ne l'avons pas. Le propre du bayésien est don
de dé�nir la probabilité 
omme une mesure de la véra
ité d'une hypothèse, 
e que re
her
hejustement un s
ienti�que.Une autre di�éren
e fondamentale réside dans le fait que l'appro
he bayésienne autorisel'utilisation d'information extérieure à l'objet de l'étude. On peut dans 
e 
adre 
onstruire àpartir d'une information a priori (avant 
onfrontation ave
 les faits) dont la nature peut êtresoit obje
tive, soit subje
tive, une information a posteriori, 
'est à dire après la 
onfrontationave
 les faits. En 
onséquen
e, des observateurs di�érents peuvent aboutir à des 
on
lusionsdi�érentes et 
'est justement 
e que lui repro
he les fréquentistes. Mais un pro
essus s
ienti�quen'est rien d'autre qu'un pro
essus de hiérar
hisation et de révision 
ontinuelle de 
onnaissan
esse basant sur des a priori (des lois, des mesures antérieures ou même des hypothèses). L'appro
hebayésienne est don
 un 
adre formel (statistique) adapté aux s
ien
es. Par opposition, la visionfréquentiste qui revendique l'obje
tivité du résultat obtenu par inféren
e n'est que di�
ilementappli
able en s
ien
es, 
ar elle né
essite d'explorer toutes les éventualités possibles : 
e n'estdon
 qu'une �
tion théorique. En 
on
lusion, en tout s
ienti�que se 
a
he un bayésien. Le 
adrebayésien n'est rien d'autre qu'une manière de formaliser de l'information.



162 7. Con
lusion et perspe
tives7.2 L'extra
tion de modes de pulsationL'analyse des premières données du satellite CoRoT a révélé qu'il était bien di�
ile d'ex-traire une information �able sur les étoiles plus 
haudes que le soleil (type spe
tral F). Leste
hniques 
lassiques d'inféren
e jusque là utilisées ave
 su

ès dans le 
as solaire ont révéléesleurs limites et il a fallu repenser intégralement le problème de l'ajustement des modes stellaires.C'est prin
ipalement 
e 
onstat qui à l'origine a motivé l'utilisation d'une appro
he bayésienneet de te
hnique d'é
hantillonnage par des simulations Monte-Carlo ave
 des 
haines de Markov(MCMC). Comme nous l'avons montré, l'é
hantillonnage permet d'extraire dans son intégralitéla fon
tion de densité de probabilité, de mettre en éviden
e les 
orrélations entre paramètreset de 
al
uler la probabilité a posteriori d'un modèle. Cela en fait un outil de diagnosti
 trèspuissant. En 
ontre partie, le pro
essus d'é
hantillonnage est environ 50 à 100 fois plus long queles méthodes par re
her
he de maximum.Appliqué à HD49933 et HD181420, parmi les premières étoiles observées par le programmeastérosismique de CoRoT, les outils développés durant la thèse ont montré leur e�
a
ité. Parexemple dans le 
as de HD49933, lors de l'analyse des données initiales (IRa-01), là où la mé-thode par maximum de vraisemblan
e privilégiait signi�
ativement la mauvaise identi�
ation desdegrés des modes, un algorithme MCMC aboutit à un résultat bien plus 
ontrasté : le pro
essusdé
isionnel au sens bayésien n'est pas 
apable de tran
her. Par 
ontre, à partir du moment oùnous avons disposé d'une information plus substantielle sur l'étoile (LRa-01), les méthodes parmaximum de vraisemblan
e et l'appro
he bayésienne 
ouplée à un algorithme d'é
hantillonnageont fourni des résultats identiques. Con
ernant HD181420, son analyse nous a permis d'aboutirà une 
on
lusion quant à l'identi�
ation des modes, là où Barban et al. (2009) ne put tran
her.L'appro
he bayésienne 
ouplée à un algorithme d'é
hantillonnage est don
 un outil di�
ilement
ontournable lorsque nous sommes 
onfrontés à des 
onditions di�
iles d'analyse (fon
tion devraisemblan
e ave
 multiples maxima) : le 
al
ul bayésien de probabilité est plus robuste que lesimple test de maximum de vraisemblan
e.Toutes les appro
hes par é
hantillonnage ont le sou
i d'être extrêmement 
outeuses en tempsde 
al
ul et il est don
 di�
ilement envisageable de les utiliser sur un large nombre d'étoiles àl'heure a
tuelle. C'est pourquoi nous avons 
her
hé à établir une méthode d'analyse du signalautomatique qui soit rapide et relativement robuste pour déterminer les fréquen
es de pulsationdes modes. Pour 
ela, on a mis en pla
e une méthode originale 
onjuguant l'appro
he MCMC etMAP.On a alors montré à titre de validation de la méthode, qu'il était possible de suivre lesvariations 
y
liques de l'a
tivité solaire sur presque tous les paramètres des modes, bien que larésolution spe
trale soit faible. Une nouvelle 
onséquen
e de l'a
tivité solaire a même pu être miseen éviden
e : une modulation de la hauteur relative du l = 2. Cette modulation n'est pas visiblepour les degrés l = 1 pourtant plus intenses. Elle pourrait être due à une plus forte sensibilité du
l = 2 au 
hamp magnétique des ta
hes solaires, distribuées préférentiellement à basse latitude.Ce genre d'outil d'analyse pourra don
 être appliqué aux étoiles Kepler, lorsque nous bé-né�
ierons d'observations longues (3 ans) voir très longues (si la mission est prolongée). Bienqu'évidemment, ave
 le Soleil, nous béné�
ions d'un rapport hauteur des modes sur bruit trèsélevé, nous pensons que la méthode est appli
able à d'autres étoiles. En e�et, dans la missionKepler, plusieurs astres ont des niveaux hauteurs sur bruit seulement deux fois inférieurs à 
eux
onstatés dans les données de l'instrument VIRGO.L'appli
ation de notre méthode à des spe
tres synthétiques d'étoiles a aussi montré qu'il étaitpossible pour près de 78% des étoiles ayant un rapport signal à bruit signi�
atif et faisant partiede la séquen
e prin
ipale, d'établir l'identi�
ation 
orre
tement et automatiquement. Malheu-
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Figure 7.1 � Vue s
hématique simpli�ée des étapes fondamentales dans 
e que devrait être unepro
édure pleinement automatique d'ajustement des modes. En vert sont représentées les partiesdé
rites (et implémentées) dans le Chap.5.resement en l'état a
tuel, les hypothèses formulées ne permettent pas d'ajuster les modes depulsation des étoiles évoluées, essentiellement à 
ause de la présen
e de modes mixtes.Le type d'appro
he présenté i
i est bien évidement perfe
tible, mais il ouvre des perspe
tives
on
ernant le problème de l'ajustement d'une grande quantité d'étoiles en un temps raisonnable 1.Par exemple, obtenir une valeur pré
ise de la grande séparation est une donnée 
ritique pourque la 
onvergen
e se fasse 
orre
tement dans le 
as d'une pro
édure automatique. Nous pensonsdon
 que la détermination de 
et a priori doit se faire sur la base multiples méthodes dont lesrésultats doivent être mutuellement véri�és (pro
édure de 
ross 
he
king). Il en est de même pourl'identi�
ation. On pourrait ainsi établir une 
lassi�
ation en fon
tion du degré de 
on�an
e sur lerésultat obtenu. Sur la Fig.7.1, nous avons représenté s
hématiquement les étapes prin
ipales de
e que pourrait être, de notre point de vue, une pro
édure pleinement automatique d'ajustementdes modes p. On retrouvera en vert les parties que j'ai implémenté.7.3 Des modes mixtes à foisonAu delà de l'analyse des données CoRoT, je suis a
tivement impliqué dans l'analyse des étoilesdu satellite Kepler. Plusieurs étoiles de 
es données fort intéressantes ont déjà été analyséesave
 l'un ou l'autre des outils pré
édemment présentés. Nous n'avons pu malheureusement nousattarder dessus 
ar la politique de publi
ation des données Kepler est relativement stri
te. Parmiles milliers d'étoiles à disposition, il en existe un nombre très important (plus de la moitié) ave
des modes mixtes. Les étoiles les plus âgées ont des pulsations d'amplitudes plus fortes que leur
adettes et 
'est probablement à 
ause de 
ela qu'elles sont plus représentées. Ainsi, une grandepart des étoiles observées présentent des modes mixtes. Bien que très intéressant à interpréter, ilssont extrêmement di�
iles à extraire du spe
tre de puissan
e. On a par exemple représenté surla Fig.7.2 le diagramme-é
helle obtenu pour une des étoiles Kepler observée durant 229 jours.Cette étoile est assez bien représentative de l'ensemble des étoiles que nous avons à analyserave
 Kepler. On remarque un grand nombre de modes mixtes pour le degré l = 1 dont 
ertainspeuvent se trouver très pro
hes du l = 0. Cette proximité 
omplique la tâ
he d'extra
tion 
ar ildevient aisé de 
onfondre le degré des modes. La durée d'observation extrêmement longue permetd'obtenir une détermination très pré
ise des fréquen
es d'os
illations.Cette nature mixte des modes peut aussi rendre di�
ile la re
her
he de modèle de stru
tureinterne optimale. Par exemple, la grande et la petite séparation ne sont plus des 
ritères perti-nents 
ar la loi asymptotique n'est plus une approximation valide. Une 
omparaison fréquen
e1. Il n'a fallut qu'environ 5 jours de 
al
uls pour ajuster les 177 étoiles sur une ma
hine standard.
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Figure 7.2 � Diagramme é
helle d'une des étoiles observée par Kepler. On remarquera la fortedispersion des degrés l = 1 (en bleu) qui sont en grand nombre mixtes. Les degrés l = 0 et l = 2sont en noir et en rouge. Les intervalles de 
on�an
e à 1σ sont symbolisés par une boite. Onremarque l'extrême pré
ision sur la détermination des fréquen
es : l'erreur à 1σ est de l'ordre 0.1à 0.4 µHz.



7.4. Interprétation : une 
ritique de la méthode 165à fréquen
e est indispensable. Compte tenu des 
ontraintes extrêmement fortes fournies par lesmodes mixtes, il devient aussi a priori très di�
ile de trouver par une pro
édure de minimi-sation un modèle adéquat reproduisant toutes les fréquen
es observées. Des grilles de modèlespeuvent fa
iliter la tâ
he. Quoiqu'il en soit, il y a un travail très intéressant à e�e
tuer pour dé-terminer à l'avenir quelle(s) méthode(s) utiliser pour déterminer les modèles de stru
ture internereproduisant au mieux les observables des étoiles ayant des modes mixtes.7.4 Interprétation : une 
ritique de la méthodeDans le dernier 
hapitre du présent manus
rit, nous avons montré qu'ave
 une appro
herelativement simple nous pouvions déterminer des modèles de stru
ture interne d'étoiles satisfai-sant plus ou moins des 
ontraintes sismiques, lorsque la loi asymptotique est valide. Nous avons
ependant insisté sur le fait que 
ette appro
he, mettant en oeuvre un algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) est sensible aux 
onditions initiales. Les limitations dues à la modélisation,notamment 
elles 
on
ernant le 
al
ul des fréquen
es théoriques d'os
illation (e�ets de surfa
emal pris en 
ompte), 
ontribuent aussi à rendre la tâ
he d'interprétation quelque peu di�
ile(ou tout du moins di�
ilement automatisable). Nous avons aussi brièvement dit que la déter-mination 
onjointes de 
ertaines variables stellaires (tel que la masse, l'âge, et le 
oe�
ient de
onve
tion) lors de la minimisation peut aussi être sour
e de problème. En e�et, il existe de trèsfortes 
orrélations entre 
es variables formant des "vallées" de stabilité dans l'espa
e des para-mètres. En plus des minima lo
aux, des régions d'espa
e très "plates" peuvent mettre en é
he
l'algorithme LM : 
e dernier peut alors 
onverger tout le long de la vallée et ne jamais trouverle véritable maximum dans l'espa
e des paramètres. Il est évident que de larges progrès peuventêtre e�e
tués 
on
ernant la re
her
he de modèles optimums.Si nous ne souhaitons pas tomber dans les mêmes pièges que les méthodes MLE appliquéesau spe
tre de puissan
e de HD49933, il est selon moi impératif d'établir des analyses plus ro-bustes et intensives du signal. De mon point de vue, 
e
i passe né
essairement par l'utilisationd'outils statistiques plus performants (
omme les MCMC mais pas né
essairement. Les réseauxde neurones o�rent une bonne solution alternative ou même tout simplement la 
onstitutionde grilles de modèles). Le 
oût en temps de 
al
ul 
ertes s'a

roit (la puissan
e de 
al
ul n'estqu'un problème de moyens informatiques), mais je pense que 
'est une étape indispensable pour
onstruire des modèles véritablement 
ohérents ave
 les observables à disposition et obtenir desrésultats robustes. J'ajouterais que la re
her
he du véritable maximum de probabilité ave
 unalgorithme LM est longue et fastidieuse, sans que 
ela ne garantisse au
unement la pertinen
ede la solution trouvée. Au �nal, l'e�ort mis à re
her
her le maximum a de fortes 
han
es d'êtreplus important que 
elui qui aurait été fait pour é
hantillonner intégralement les fon
tions dedensité de probabilités des paramètres via une méthode MCMC : le temps perdu à re
her
her lameilleure solution par un algorithme LM peut être dépensé en temps d'é
hantillonnage.De plus, dans le 
as présent, j'ai dû supposer toutes les erreurs gaussiennes. Or 
e n'est passystématiquement le 
as pour les fréquen
es : 
ertaines fréquen
es sont multimodales et réduirel'information (
omme je l'ai fait i
i même) à des statistiques gaussiennes est une hypothèseforte di�
ilement soutenable. L'utilisation de méthodes d'é
hantillonnage MCMC permettraientd'extraire une information bien plus ri
he et d'utiliser intégralement l'information obtenue lorsdes étapes pré
édentes (extra
tion des fréquen
es des modes) sans émettre au
une hypothèserédu
tri
e sur la nature de la statistique des 
ontraintes observationnelles. Une autre 
onséquen
ede l'é
hantillonnage serait de permettre une véritable estimation des 
orrélations et erreurs dansl'hyper-espa
e des paramètres sur toutes les grandeurs physiques d'intérêt et pas seulement 
ellesajustées (
omme la position de la zone 
onve
tive, le rayon ou l'abondan
e en hydrogène au 
oeur



166 7. Con
lusion et perspe
tivespar exemple). Contrairement aux méthodes par maximum (MLE/MAP) qui ne fournissent quele modèle optimal, l'é
hantillonnage a l'avantage de fournir une famille de modèles 
ohérentsave
 les observables : il est don
 possible de re
onstruire la distribution a posteriori (don
 de
al
uler les erreurs) de n'importe quelle variable, impli
itement ajustée ou non.On peut estimer 
e qui peut être fait en 
e sens par quelques 
al
uls simples. En supposantque nous fassions varier un maximum de 5 paramètres, il faut 
ompter environ 100 000 à 200 000é
hantillons pour obtenir des distributions de probabilité é
hantillonnées de manière su�sante. Sion se �xe une limite en temps de 
al
ul de 30 jours, on aboutit 2 à un temps de 
al
ul maximumpar modèle de 13 à 26 se
ondes. Les MCMC étant fa
ilement parallélisables, si on dédie unema
hine o
to-pro
esseur (ma
hines peu 
oûteuses de nos jours) a
tuelle, on peut multiplier parenviron 8 
e temps, soit un temps maximum autorisé par modèle de 1 min 42 se
 à 3 min 27se
. Les modèles 
al
ulés sans di�usion présentés i
i né
essitent environ 6 minutes, 
e qui esten dehors de la four
hette. Cependant, en réduisant la pré
ision des modèles (notamment enaugmentant les pas de temps) il est déjà possible de 
al
uler des modèles relativement pré
is en2 à 3 minutes ave
 CESAM2k 3. De plus, en tenant 
ompte de l'a

roissement exponentiel de lapuissan
e des ma
hines 4, 
e type de 
al
ul pourra être mené ave
 une pré
ision 
roissante dansles pro
haines années. En�n, ajoutons qu'un 
luster (ou un super
al
ulateur) pourrait faire demême en quelques jours. Il est toutefois di�
ilement envisageable de 
al
uler des modèles dontla physique est relativement 
omplexe. Par exemple, ave
 de la di�usion, le temps de 
al
ul parmodèle peut être de l'ordre de l'heure.Dans un avenir pro
he, je pense développer et appliquer de tels moyens statistiques à lamodélisation. Cela permettra de mieux 
erner les dépendan
es ré
iproques entre paramètres. Ilsera alors éventuellement envisageable d'établir une re-paramétrisation, à l'image de 
elle quenous avons e�e
tuée dans le Chap.5.3.2 (introdu
tion expli
ite de la 
orrélation entre les termesdu polyn�me d'ordre 2 dé
rivant les fréquen
es des modes). Une telle re-paramétrisation pourraitaider un algorithme LM à 
onverger 
orre
tement vers le véritable maximum de probabilité. Atitre d'exemple, les paramètres âge et masse de l'étoile sont à l'éviden
e 
orrélés. De fait, jen'ajuste probablement pas toujours les paramètres les plus pertinents pour aboutir à une solutionunique en l'état a
tuel.7.5 Perspe
tives à moyen et long termeGlobalement, ma thèse m'a permis d'entrevoir quels seront les grandes di�
ultés auxquellesnous serons 
onfrontés. Deux 
atégories de di�
ultés sont identi�ables.Tout d'abord d'ordre s
ienti�que. Les 
odes de modélisation stellaires permettent d'ores etdéjà de dé
rire assez bien la stru
ture interne des étoiles lorsque les phénomènes en jeu nesont pas extrêmes. Or, de par la grande diversité des objets 
élestes, il existe une pléthored'objets pour lesquelles 
e n'est plus le 
as. Pour ne 
iter qu'un exemple : une rotation brise lasymétrie sphérique. Lorsque 
ette rotation est rapide, la théorie des perturbations n'est alors plusfor
ément appli
able et un 
al
ul unidimensionnel n'est plus possible. En�n, dans la diversité desastres qui nous entourent il existe très probablement une large gamme de phénomènes physiquesqui sont à dé
ouvrir et à 
omprendre.2. Ave
 un CPU Intel Xeon 
aden
é à 3 Ghz.3. On peut aussi envisager d'utiliser un autre 
ode d'évolution, éventuellement plus rapide.4. La 
onje
ture de Moore (ou loi de Moore), stipule que le nombre de transistor d'un mi
ropro
esseur doubletous les deux ans. Bien que subissant un léger ralentissement 
es dernières années, 
ette loi est véri�ée depuis ledébut des années 1970.
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tives à moyen et long terme 167Mettre en éviden
e 
es phénomènes physiques né
essite d'avoir des mesures de qualité et dontl'interprétation est la moins ambiguë possible. Ces obje
tifs ne peuvent être atteints qu'ave
 desprogrès instrumentaux et te
hniques en générale. Vu la 
omplexité des phénomènes physiquesen jeu, la qualité des données et leur analyse est en e�et un obsta
le. Une question qui se pose
ouramment est : 
omment dis
riminer un signal dû à un phénomène physique et une perturbationou un bruit ?Plus parti
ulièrement, il est très di�
ile d'extraire des données une information la plus ob-je
tive possible à partir d'informations a priori par
ellaires voir in
orre
tes. Ces situations sont
ourantes en s
ien
e 
ar le travail de re
her
he se situe par dé�nition à la frontière de nos 
onnais-san
es. Ce sont don
 essentiellement les pro
essus dé
isionnels qui sont problématiques et surlesquelles nous devons porter une grande attention à l'avenir. A 
ette di�
ulté s'ajoute l'in
om-mensurable nombre d'objets observés et la nature hétéro
lite des phénomènes qui en dé
oule.Les 
apa
ités humaines étant limitées, nous serons très vite in
apable d'analyser ou d'interpréter
orre
tement la masse de données qui s'a

umulera (nous sommes d'ores et déjà mis en di�
ultéave
 Kepler) : les 
apa
ités humaines de dé
ision et de jugement sont 
ertes probablement lesmeilleures a
tuellement, mais bient�t nous ne pourrons gérer l'a�ux d'information importantauxquels nous faisons fa
e. Par exemple, PLATO devrait observer plus de 500 000 étoiles sur 3ans si il est lan
é aux alentours de 2018, 
e qui est 5 fois plus que Kepler. Si nous souhaitons ana-lyser au mieux toutes 
es données il nous faudra impérativement nous reposer sur des pro
essusautomatiques de dé
ision et de 
lassi�
ation : y a t il des modes g ? y a t il des modes p ? desmodes mixtes ? si oui, quelle est l'identi�
ation de 
es modes ? quelle est la vitesse de rotationde surfa
e ? on ne peut répondre à toutes 
es questions et à bien d'autres sans automate.Une ré�exion en profondeur doit don
 être menée sur 
e point, en s'inspirant et en 
olla-borant ave
 d'autres 
ommunautés s
ienti�ques déjà 
onfrontées à des problèmes similaires (lesroboti
iens ou les physi
iens des parti
ules par exemple). Ce sera un travail de longue haleine,dans lequel il faudra se lan
er dans les années à venir.
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Annexe AANNEXE : bibliothèque de fon
tions aprioriOn distingue deux 
atégories d'a priori. Les a priori non informatif et les a priori informatif.Les premiers ont une varian
e σ2 qui tend vers l'in�ni. Ce type d'a priori n'étant pas normalisable(l'intégrale diverge), en pratique ils ne sont qu'une �
tion théorique : pour que l'intégrale sur leparamètre soit �nie, l'espa
e est borné. Par exemple un a priori uniforme est 
onsidéré 
ommenon informatif, mais 
e n'est réellement le 
as que si 
es bornes tendent vers l'in�ni (±∞). Ce typed'a priori est très utile lorsque nous n'avons qu'une 
onnaissan
e très �oue sur un paramètre.A 
ontrario, un a priori informatif a une varian
e �nie. Par exemple, un a priori gaussien est
onsidéré 
omme informatif.Dans 
e qui suit nous présentons les quelques a priori que nous avons utilisés durant notretravail de re
her
he. Deux d'entre eux sont non informatifs : l'a priori (de Je�rey) uniforme etl'a priori (de Je�rey) uniforme dans l'espa
e logarithmique. Ce dernier est plus 
ommunémentappelé a priori de Je�rey.A priori uniforme (U). Cet a priori est uniforme sur la plage x1 et x2. On utilise la notation
U(x1, x2) pour le désigner. Il est de nature non-informative.

∀ x ∈ [x1, x2], P (x) = C
∀ x ∈ ]−∞, x1[∪ ]x2,+∞[= 0ave
 C la 
onstante de normalisation. C = 1

x2−x1
.



176 A. ANNEXE : bibliothèque de fon
tions a prioriA priori de Je�rey (J). Cet a priori est uniforme dans l'espa
e logarithmique. Il est 
ara
-térisé par x1 et x2.
x1 est dé�ni par P (x1) = C/2, C étant la 
onstante de normalisation de l'a priori. C'est don
une grandeur 
ara
téristique dé�nissant la "vitesse" de dé
roissan
e de la fon
tion de probabilitéde densité. En ajustant x1 on peut plus ou moins fortement dis
riminer bruit et signal. Ceta priori donne plus de 
rédit au bruit i.e., aux valeurs de faibles amplitudes. Si on disposed'un ensemble de mesures xi 
onstituées que de bruit alors la probabilité a posteriori sera peupénalisée par l'a priori (x ≈ 0). A l'inverse, si un signal signi�
atif est présent, la pénalisationest plus forte mais la probabilité a posteriori sera dominée par la vraisemblan
e 
ar si x >> x1alors P (x) est approximativement uniforme.
x2 est une limite supérieure au delà de laquelle la fon
tion est nulle. x ne peut prendre que desvaleurs positives, 
'est pourquoi 
et a priori ne peut être utilisé que sur des grandeurs intensives,par exemple les hauteurs ou les largeurs (par opposition au grandeurs de positions tel que lafréquen
e). On utilise la notation J(x1, x2) pour le désigner. Il est de nature non-informative.

∀ x ∈ [0, x2], P (x) = C 1
x+x1

∀ x ∈ ]−∞, 0[∪ ]x2,+∞[= 0ave
 C la 
onstante de normalisation. C = ln
(

1 + x2
x1

)−1.



A. ANNEXE : bibliothèque de fon
tions a priori 177A priori gaussien (N). C'est une fon
tion gaussienne dé
rite par sa valeur 
entrale x0 et soné
art-type σ. On la note N(x0, σ) Il est de nature informative.
∀ x ∈ ]−∞,+∞[= C exp(−1

2(x− x0)2/σ2)ave
 C la 
onstante de normalisation. C = 1√
2πσ

.



178 A. ANNEXE : bibliothèque de fon
tions a prioriA priori gaussien-uniforme-gaussien (GUG). Cet a priori est uniforme sur la plage x1 et
x2 et gaussien à ses deux extrémités. x0 
orrespond à la valeur 
entrale dé�ni 
omme (x1+x2)/2.
σ1 et σ2 sont les largeurs 
ara
téristiques (é
art type) des ailes gaussiennes. On utilise la notation
GUG(x1, x2, σ1, σ2) pour le désigner. Il est de nature informative.

∀ x ∈ [x1, x2], P (x) = C
∀ x ∈ ]−∞, x1[= C exp(−1

2(x− x1)2/σ21)
∀ x ∈ ]x2,+∞[= C exp(−1

2(x− x2)2/σ22)ave
 C la 
onstante de normalisation. C =
(

(x2 − x1) + 1
2

√
2πσ1 +

1
2

√
2πσ2

)−1.



A. ANNEXE : bibliothèque de fon
tions a priori 179A priori uniforme-gaussien (UG). Cet a priori est uniforme sur la plage x1 et x2 et gaussienà son extrémité supérieure. σ est la largeur 
ara
téristique (é
art-type) de l'aile gaussienne. Onutilise la notation UG(x1, x2, σ) pour le désigner. Il est de nature informative.
∀ x ∈ [x1, x2], P (x) = C
∀ x ∈ ]−∞, x1[= 0

∀ x ∈ ]x2,+∞[= C exp(−1
2(x− x2)2/σ2)ave
 C la 
onstante de normalisation. C =

(

(x2 − x1) + 1
2

√
2πσ

)−1.



180 A. ANNEXE : bibliothèque de fon
tions a prioriA priori Gaussien-tronqué (GT). Cet a priori est Gaussien sur la plage x1 and x2 et nulailleurs. x0 et σ 
orrespondent respe
tivement à la valeur du maximum de densité de probabilitéet l'é
art-type de la gaussienne. Il est de nature informative.
∀ x ∈ [x1, x2], P (x) ∝ exp(−(x− x0)2/σ2)
∀ x ∈]−∞, x1[∪ ]x2,+∞[, P (x) = 0.Cet a priori a été utilisé sous sa forme non normalisée. Ce
i n'est au
unement pénalisant à partirdu moment où nous ne souhaitons pas faire de 
omparaison de modèle ave
 une méthode d'é
han-tillonnage MCMC (le 
al
ul du global likelihood né
essite d'utiliser des a priori normalisés). Onutilise la notation GT (x0, σ, x1, x2).
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182 B. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD49933
Degré Fréquen
e Intervalle Intervalle Hauteur/Bruit
l (µHz) à 1σ à 2σ ratio0 1122.09 +2.37/-4.25 +6.33/-13.6 0.50 1206.25 +2.23/-5.57 +3.92/-7.26 0.60 1288.97 +1.25/-0.90 +3.20/-1.97 0.70 1373.34 +0.93/-1.16 +1.70/-2.50 1.30 1460.14 +0.65/-0.80 +1.22/-2.15 1.40 1544.69 +0.85/-0.95 +1.76/-2.05 1.20 1631.10 +0.59/-0.69 +1.17/-1.59 2.40 1714.49 +1.06/-1.17 +2.00/-2.21 1.90 1799.75 +0.84/-1.07 +1.62/-2.62 2.40 1884.82 +0.88/-1.26 +1.63/-2.65 2.40 1972.73 +0.67/-0.71 +1.30/-1.59 2.30 2057.82 +3.22/-1.34 +4.72/-2.24 1.90 2147.10 +0.76/-0.83 +1.65/-1.99 1.40 2236.46 +2.11/-2.83 +3.85/-5.44 0.90 2322.10 +2.22/-3.03 +4.08/-5.64 0.70 2408.56 +1.97/-2.33 +3.75/-4.81 0.50 2495.76 +3.34/-3.21 +7.00/-6.23 0.30 2579.85 +4.70/-3.29 +7.61/-10.7 0.30 2662.76 +6.01/-4.99 +10.8/-9.23 0.21 1079.73 +1.27/-1.27 +3.22/-5.84 0.41 1161.54 +0.85/-0.91 +1.67/-2.25 0.61 1244.63 +1.02/-1.17 +2.39/-2.66 0.71 1328.34 +0.70/-0.65 +1.40/-1.26 1.21 1414.93 +0.57/-0.58 +1.22/-1.28 1.41 1500.54 +0.70/-0.78 +1.36/-1.62 1.21 1586.62 +0.48/-0.49 +0.98/-1.02 2.31 1670.48 +0.57/-0.58 +1.16/-1.23 1.91 1755.30 +0.51/-0.53 +1.06/-1.05 2.31 1840.68 +0.49/-0.50 +0.98/-1.02 2.31 1928.13 +0.50/-0.51 +1.00/-1.05 2.31 2014.38 +0.54/-0.54 +1.07/-1.09 1.81 2101.58 +0.67/-0.72 +1.42/-1.56 1.41 2190.81 +0.90/-0.90 +1.88/-1.92 0.81 2277.89 +1.16/-1.14 +2.33/-2.37 0.71 2362.76 +1.61/-1.61 +3.39/-3.48 0.51 2450.35 +2.26/-2.71 +4.58/-7.01 0.31 2539.49 +1.50/-4.35 +3.24/-11.2 0.31 2625.09 +2.92/-3.46 +5.02/-6.92 0.2Table B.1 � Table de fréquen
es de HD49933 (IRa-01 + LRa-01) pour le l = 0 et l = 1.



B. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD49933 183

Degré Fréquen
e Intervalle Intervalle Hauteur/Bruit
l (µHz) à 1σ à 2σ ratio2 1115.64 +6.64/-6.64 +11.8/-17.2 0.52 1199.91 +4.08/-5.04 +8.77/-11.3 0.62 1287.24 +3.51/-3.77 +7.53/-8.65 0.72 1369.60 +2.48/-3.11 +5.25/-7.79 1.32 1455.42 +2.33/-1.94 +5.49/-4.07 1.42 1541.54 +3.07/-4.47 +5.94/-9.48 1.22 1626.30 +2.79/-3.00 +5.16/-6.17 2.42 1712.67 +2.83/-2.44 +5.23/-4.75 1.92 1794.39 +2.73/-2.10 +6.47/-3.91 2.42 1881.83 +2.70/-2.02 +5.27/-4.08 2.42 1965.19 +2.01/-1.74 +4.78/-3.55 2.32 2060.22 +2.88/-5.17 +4.57/-7.40 1.92 2140.32 +3.25/-2.67 +7.02/-5.08 1.42 2230.68 +5.10/-2.91 +9.99/-5.89 0.92 2316.86 +4.35/-3.35 +9.06/-8.24 0.72 2403.52 +3.97/-4.56 +7.77/-11.1 0.52 2491.50 +4.96/-5.16 +10.3/-11.2 0.32 2576.51 +5.03/-7.94 +9.92/-18.6 0.32 2656.76 +6.23/-5.62 +13.6/-12.8 0.2Table B.2 � Table de fréquen
es de HD49933 (IRa-01 + LRa-01) pour le l = 2.



184 B. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD49933
Degré Fréquen
e Intervalle Intervalle Hauteur/Bruit
l (µHz) à 1σ à 2σ ratio0 1.34 +0.28/-0.31 3.24 +3.54/-2.040 1.49 +0.22/-0.22 3.21 +2.19/-1.340 2.12 +0.26/-0.24 6.04 +3.60/-2.420 2.21 +0.16/-0.16 3.79 +1.12/-0.930 2.31 +0.18/-0.17 3.90 +1.39/-1.010 2.70 +0.17/-0.17 6.59 +1.97/-1.550 3.14 +0.16/-0.15 4.66 +0.99/-0.890 3.36 +0.15/-0.15 6.94 +1.23/-1.080 3.72 +0.15/-0.15 7.06 +1.11/-1.010 3.29 +0.14/-0.14 5.72 +0.90/-0.820 3.13 +0.15/-0.14 5.52 +1.10/-1.020 2.90 +0.14/-0.14 6.05 +1.21/-1.050 2.62 +0.14/-0.14 6.61 +1.69/-1.400 2.28 +0.14/-0.15 8.52 +2.14/-1.810 2.18 +0.15/-0.15 9.40 +2.48/-2.020 1.99 +0.16/-0.16 11.0 +3.36/-2.640 1.63 +0.19/-0.19 12.7 +6.71/-4.210 1.22 +0.22/-0.22 7.52 +8.72/-4.320 1.41 +0.19/-0.20 13.1 +7.38/-5.241 1.63 +0.34/-0.38 3.24 +3.54/-2.041 1.82 +0.26/-0.28 3.21 +2.19/-1.341 2.58 +0.31/-0.30 6.04 +3.60/-2.421 2.70 +0.19/-0.20 3.79 +1.12/-0.931 2.82 +0.22/-0.21 3.90 +1.39/-1.011 3.30 +0.21/-0.21 6.59 +1.97/-1.551 3.83 +0.19/-0.19 4.66 +0.99/-0.891 4.10 +0.19/-0.19 6.94 +1.23/-1.081 4.54 +0.18/-0.18 7.06 +1.11/-1.011 4.01 +0.17/-0.17 5.72 +0.90/-0.821 3.82 +0.18/-0.17 5.52 +1.10/-1.021 3.54 +0.16/-0.17 6.05 +1.21/-1.051 3.19 +0.18/-0.18 6.61 +1.69/-1.401 2.78 +0.17/-0.18 8.52 +2.14/-1.811 2.66 +0.18/-0.18 9.40 +2.48/-2.021 2.43 +0.19/-0.20 11.0 +3.36/-2.641 1.99 +0.23/-0.23 12.7 +6.71/-4.211 1.49 +0.28/-0.27 7.52 +8.72/-4.321 1.73 +0.23/-0.25 13.1 +7.38/-5.24Table B.3 � Table d'amplitudes et de largeurs pour HD49933 ( IRa-01 + LRa-01 ) pour le l = 0et l = 1.



B. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD49933 185
Degré Amplitude Intervalle Largeur Intervalle
l (ppm) à 1σ (µHz) à 1σ2 0.98 +0.20/-0.23 3.24 +3.54/-2.042 1.09 +0.16/-0.16 3.21 +2.19/-1.342 1.54 +0.19/-0.18 6.04 +3.60/-2.422 1.61 +0.12/-0.12 3.79 +1.12/-0.932 1.68 +0.13/-0.12 3.90 +1.39/-1.012 1.97 +0.13/-0.12 6.59 +1.97/-1.552 2.28 +0.12/-0.11 4.66 +0.99/-0.892 2.44 +0.11/-0.11 6.94 +1.23/-1.082 2.71 +0.11/-0.11 7.06 +1.11/-1.012 2.39 +0.10/-0.10 5.72 +0.90/-0.822 2.28 +0.11/-0.10 5.52 +1.10/-1.022 2.11 +0.10/-0.10 6.05 +1.21/-1.052 1.91 +0.10/-0.10 6.61 +1.69/-1.402 1.66 +0.10/-0.11 8.52 +2.14/-1.812 1.59 +0.11/-0.11 9.40 +2.48/-2.022 1.45 +0.12/-0.12 11.0 +3.36/-2.642 1.19 +0.14/-0.14 12.7 +6.71/-4.212 0.89 +0.16/-0.16 7.52 +8.72/-4.322 1.03 +0.14/-0.14 13.1 +7.38/-5.24Table B.4 � Table d'amplitudes et de largeurs pour HD49933 ( IRa-01 + LRa-01 ) pour le l = 2.

Paramètre médian 1σ+ / 1σ− 2σ+ / 2σ−
i (◦) 27.3 8.7 / 9.6 20.9 / 28.5

νs (µ Hz) 3.2 0.9 / 0.8 1.6 / 1.4
Vl=1 1.49 0.08 / 0.09 0.16 / 0.18
Vl=2 0.53 0.00 / 0.00 0.00 / 0.00Table B.5 � Table regroupant les paramètres globaux des modes de HD49933 ( IRa-01 + LRa-01).



186 B. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD49933



Annexe CANNEXE : tables de résultats(paramètres a posteriori) pourHD181420



188 C. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD181420Degré Fréquen
e intervalle intervalle Hauteur/Bruit
l (µHz) à 1σ à 2σ ratio0 1053.54 +0.33/-1.28 +0.78/-2.74 1.20 1122.95 +1.02/-0.98 +2.27/-2.36 0.70 1196.34 +0.36/-0.39 +0.88/-0.84 1.20 1272.69 +0.96/-1.28 +2.11/-2.48 0.70 1349.24 +0.63/-0.77 +1.37/-1.66 1.10 1423.83 +0.57/-0.75 +1.12/-1.92 1.50 1496.33 +1.20/-1.12 +2.57/-2.29 1.00 1572.58 +1.15/-1.08 +2.29/-2.06 1.50 1647.37 +1.54/-1.54 +3.02/-2.99 1.10 1721.60 +1.31/-1.07 +2.66/-2.11 1.00 1799.81 +1.46/-1.64 +2.87/-3.36 0.90 1878.23 +2.53/-2.86 +4.29/-5.73 0.50 1952.67 +1.44/-1.51 +3.71/-4.72 0.70 2025.95 +2.39/-2.04 +9.16/-4.37 0.40 2103.84 +1.64/-1.64 +3.29/-6.68 0.60 2181.85 +1.52/-5.67 +6.29/-9.88 0.30 2258.26 +5.04/-8.97 +10.2/-15.8 0.20 2335.09 +4.57/-9.15 +10.6/-19.1 0.50 2409.38 +4.13/-5.14 +6.79/-16.0 0.50 2480.00 +4.15/-2.00 +11.5/-4.84 0.51 1004.56 +0.48/-0.54 +9.57/-1.57 1.21 1081.42 +3.35/-1.02 +6.96/-1.67 0.71 1159.20 +1.72/-1.08 +4.22/-1.92 1.21 1233.70 +0.99/-1.75 +2.08/-3.54 0.71 1307.69 +0.77/-0.91 +1.78/-2.00 1.11 1385.18 +0.63/-0.68 +1.32/-1.45 1.51 1457.46 +1.27/-1.23 +2.67/-2.38 1.01 1535.44 +0.69/-0.75 +1.40/-1.68 1.51 1609.41 +0.98/-1.09 +1.89/-2.17 1.11 1683.08 +1.11/-1.13 +2.29/-2.29 1.01 1760.15 +0.98/-1.23 +2.24/-2.68 0.91 1836.06 +2.05/-2.05 +4.26/-4.26 0.51 1912.20 +1.08/-1.20 +2.46/-2.91 0.71 1987.85 +2.04/-2.42 +4.24/-6.55 0.41 2061.33 +1.08/-1.47 +2.36/-3.78 0.61 2138.70 +6.06/-2.37 +11.6/-6.06 0.31 2220.70 +3.62/-6.03 +9.21/-21.3 0.21 2291.72 +6.34/-5.92 +16.2/-7.40 0.51 2374.33 +0.95/-5.86 +3.22/-11.7 0.51 2448.73 +1.47/-3.10 +6.21/-6.75 0.5Table C.1 � Table de fréquen
es de HD181420 pour le l = 0 et l = 1.



C. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD181420 189

Degré Fréquen
e Intervalle Intervalle Hauteur/Bruit
l (µHz) à 1σ à 2σ ratio2 1047.85 +3.85/-4.06 +6.22/-6.55 1.22 1117.98 +3.18/-5.36 +5.42/-9.43 0.72 1194.72 +1.11/-3.84 +2.55/-6.79 1.22 1266.51 +3.98/-4.68 +6.52/-8.47 0.72 1344.92 +2.63/-4.13 +4.61/-9.44 1.12 1416.51 +3.23/-1.95 +5.51/-5.92 1.52 1489.89 +3.65/-3.60 +6.00/-6.96 1.02 1565.40 +4.33/-4.06 +6.75/-7.02 1.52 1639.49 +3.43/-3.33 +6.85/-6.85 1.12 1719.10 +1.72/-2.51 +3.21/-5.64 1.02 1794.58 +2.74/-2.96 +4.91/-5.75 0.92 1871.53 +3.51/-3.45 +6.72/-7.15 0.52 1945.47 +4.17/-3.67 +7.07/-8.94 0.72 2021.03 +3.57/-3.20 +8.34/-6.92 0.42 2096.67 +3.74/-3.58 +6.85/-8.49 0.62 2173.89 +4.47/-4.66 +8.46/-10.8 0.32 2250.45 +7.25/-8.63 +13.5/-16.4 0.22 2328.52 +6.95/-9.77 +13.2/-21.3 0.52 2404.42 +4.60/-6.75 +9.20/-19.0 0.52 2474.47 +4.92/-5.40 +13.0/-11.1 0.5Table C.2 � Table de fréquen
es de HD181420 pour le l = 2.



190 C. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD181420Degré Fréquen
e Intervalle Intervalle Hauteur/Bruit
l (µHz) à 1σ à 2σ ratio0 1.87 +0.29/-0.28 1.40 +1.85/-0.740 1.93 +0.30/-0.31 2.80 +2.06/-1.360 2.02 +0.25/-0.25 1.86 +1.03/-0.810 2.17 +0.27/-0.27 4.04 +2.46/-1.570 2.62 +0.24/-0.24 3.91 +1.58/-1.240 2.80 +0.22/-0.22 3.38 +1.11/-0.830 3.51 +0.22/-0.23 7.96 +2.00/-1.670 3.50 +0.20/-0.20 5.67 +1.35/-1.100 3.48 +0.22/-0.22 7.56 +1.76/-1.460 3.33 +0.21/-0.21 7.87 +1.99/-1.640 3.10 +0.23/-0.22 7.98 +2.87/-2.270 2.78 +0.26/-0.27 12.8 +4.70/-4.150 2.45 +0.24/-0.24 6.28 +3.37/-2.630 2.25 +0.29/-0.26 9.30 +6.69/-3.780 1.89 +0.23/-0.25 4.60 +3.30/-1.930 1.23 +0.34/-0.33 3.51 +8.30/-2.630 1.44 +0.44/-0.50 11.0 +18.2/-10.10 0.68 +0.34/-0.33 0.25 +13.0/-0.220 0.92 +0.29/-0.38 1.56 +5.11/-1.130 1.14 +0.28/-0.34 2.41 +3.54/-1.931 2.17 +0.34/-0.31 1.40 +1.85/-0.741 2.23 +0.35/-0.36 2.80 +2.06/-1.361 2.34 +0.29/-0.29 1.86 +1.03/-0.811 2.52 +0.32/-0.31 4.04 +2.46/-1.571 3.04 +0.29/-0.29 3.91 +1.58/-1.241 3.25 +0.25/-0.26 3.38 +1.11/-0.831 4.07 +0.27/-0.27 7.96 +2.00/-1.671 4.06 +0.23/-0.23 5.67 +1.35/-1.101 4.03 +0.26/-0.25 7.56 +1.76/-1.461 3.86 +0.24/-0.24 7.87 +1.99/-1.641 3.60 +0.27/-0.27 7.98 +2.87/-2.271 3.22 +0.30/-0.32 12.8 +4.70/-4.151 2.85 +0.27/-0.28 6.28 +3.37/-2.631 2.61 +0.33/-0.31 9.30 +6.69/-3.781 2.19 +0.27/-0.29 4.60 +3.30/-1.931 1.43 +0.39/-0.38 3.51 +8.30/-2.631 1.67 +0.51/-0.58 11.0 +18.2/-10.11 0.78 +0.40/-0.38 0.25 +13.0/-0.221 1.07 +0.34/-0.44 1.56 +5.11/-1.131 1.32 +0.33/-0.40 2.41 +3.54/-1.93Table C.3 � Table d'amplitudes et de largeurs pour HD181420 pour le l = 0 et l = 1.



C. ANNEXE : tables de résultats (paramètres a posteriori) pour HD181420 191
Degré Amplitude Intervalle Largeur Intervalle
l (ppm) à 1σ (µHz) à 1σ2 1.36 +0.21/-0.20 1.40 +1.85/-0.742 1.40 +0.22/-0.22 2.80 +2.06/-1.362 1.47 +0.18/-0.18 1.86 +1.03/-0.812 1.58 +0.20/-0.20 4.04 +2.46/-1.572 1.91 +0.17/-0.18 3.91 +1.58/-1.242 2.04 +0.16/-0.16 3.38 +1.11/-0.832 2.56 +0.16/-0.16 7.96 +2.00/-1.672 2.55 +0.15/-0.14 5.67 +1.35/-1.102 2.53 +0.16/-0.16 7.56 +1.76/-1.462 2.43 +0.15/-0.15 7.87 +1.99/-1.642 2.26 +0.17/-0.16 7.98 +2.87/-2.272 2.02 +0.19/-0.20 12.8 +4.70/-4.152 1.79 +0.17/-0.18 6.28 +3.37/-2.632 1.64 +0.21/-0.19 9.30 +6.69/-3.782 1.37 +0.17/-0.18 4.60 +3.30/-1.932 0.90 +0.25/-0.24 3.51 +8.30/-2.632 1.05 +0.32/-0.36 11.0 +18.2/-10.12 0.49 +0.24/-0.24 0.25 +13.0/-0.222 0.67 +0.21/-0.27 1.56 +5.11/-1.132 0.83 +0.20/-0.25 2.41 +3.54/-1.93Table C.4 � Table d'amplitudes et de largeurs pour HD181420 pour le l = 2.

Paramètre médian 1σ+ / 1σ− 2σ+ / 2σ−
i (◦) 33.7 5.5 / 5.9 10.9 / 18.2

νs (µ Hz) 4.5 0.7 / 0.9 2.4 / 1.6
Vl=1 1.34 0.11 / 0.12 0.20 / 0.24
Vl=2 0.53 0.00 / 0.00 0.00 / 0.00Table C.5 � Table regroupant les paramètres globaux des modes de HD181420.
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Résumé : L'héliosismologie a permis de mieux 
omprendre la stru
ture interne du Soleilet plus généralement de faire des progrès en physique fondamentale. Depuis quelques années,la sensibilité instrumentale a été grandement a

rue et il est désormais possible d'étudier lespulsations des 
onsoeurs du Soleil.Le travail de thèse a essentiellement 
onsisté en l'étude des étoiles de type solaire observées parla mission CoRoT du CNES. Un autre satellite, Kepler (NASA), a été lan
é ré
emment. Plusambitieux que CoRoT, il re
her
he depuis plus d'un an des exoplanètes et étudie les pulsationsde plusieurs 
entaines de milliers d'étoiles. Ces données ont aussi été analysées durant ma thèse.L'analyse des étoiles de type solaire s'est révélée déli
ate, les pulsations étant d'intensité plusfaible qu'attendues et les propriétés intrinsèques de 
es pulsations pour les étoiles observéesrendant l'analyse di�
ile. Dans un premier temps le travail de thèse a 
onsisté à trouver unmoyen robuste d'extraire un maximum d'information des 
ourbes de lumières de CoRoT. C'estnaturellement que nous nous sommes orientés vers une appro
he Bayésienne d'analyse du signal
ouplée à un algorithme d'é
hantillonnage par 
haine de Markov. Ce type d'appro
he repose surun formalisme mathématique permettant d'in
orporer toute l'information a priori de l'objetétudié et se révèle robuste même si nous ne sommes 
apables de formuler que peu d'a priori.Dans 
e 
ontexte, nous avons abordé l'analyse du signal stellaire sous deux angles. Tout d'abord,quelles hypothèses de travail devons nous utiliser ou ne pas utiliser lorsque l'on souhaite e�e
tuerune analyse détaillée des propriétés des modes stellaires dans des 
onditions observationellesdi�
iles ? Cette question pose le problème de la re
her
he du modèle optimal. Cette re
her
hedu modèle optimal se fait par re
her
he du meilleur ajustement du spe
tre de puissan
e desétoiles observées. Ce travail montre qu'il est possible d'identi�er les modes pulsations des étoilesmalgré des rapports signal sur bruit très faibles, 
omme 
'est le 
as pour deux étoiles observéespar CoRoT : HD49933 et HD181420.Pour les données Kepler (et dans le futur pour des missions tels que PLATO), nous sommes
onfrontés à une masse importante de données qu'il nous faut analyser de manière �able etautomatique : 
omment pouvons nous pro
éder dans 
e 
as ? Ce travail propose une réponse : unalgorithme d'ajustement automatique est présenté et appliqué au spe
tre de puissan
e solaire etsur des données stellaires synthétiques. L'appli
ation de l'algorithme développé à 
es dernièresdonnées montre la possibilité d'une identi�
ation automatique des modes �able dans 78% des
as.En�n, les résultats des analyses de HD49933 et HD181420 sont interprétés en terme de propriétésphysiques et de stru
ture interne. L'existen
e d'un 
oeur 
onve
tif au sein de 
es deux étoilesest 
on�rmée, ainsi que 
elle d'une �ne enveloppe 
onve
tive externe.Mots 
lés : étoiles, statistiques


